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HAUPTAUFSÄTZE 


Über einige statisch bestimmte Fälle des Gleichgewichts 
in plastischen Körpern. 
Von HEINRICH HENCKY in Deltft. 


urch seine Abhandlung über die Eindringungsfestigkeit plastischer Stofie') hat 

Prandtl die Aufmerksamkeit auf eine Problemgruppe gelenkt, die geeignet ist, 

den Grundstein für eine theoretisch und praktisch wichtige Weiterentwicklung der 
Mechanik fester Körper zu bilden. 

Seit St. Venants ersten Arbeiten haben eine Reihe von Forschern sich mit der 
Weiterentwicklung der Plastizitätstheorie beschäftigt?).. Die eine Gruppe von Forschern 
betrachtet dabei das Problem als ein dynamisches und bringt den statischen Spannungs- 
tensor in Beziehung zu dem Tensor der Geschwindigkeitsänderungen‘’), die andere 
betrachtet unter Verzicht auf das Studium des Bewegungsvorganges den Zustand des 
bereits eingetretenen Gleichgewichts und ist dadurch in der Lage, wenn nötig, auch die 
noch im plastischen Zustand wirkenden elastischen Kräfte zu berücksichtigen‘). 

Im folgenden soll als einzige Annahme festgehalten werden, daß das Fließen bei 
einer bestimmten maximalen Schubspannung eintreten muß. Von der Mohrschen Grenz- 
kurve, die Prandtl in die Plastizitätstheorie eingeführt hat, machen wir keinen Gebrauch, 
da wir uns in den Anwendungen auf die wirklich plastischen Metalle beschränken wollen, 
und da die Mohrsche Grenzkurve die mathematische Behandlung sehr schwerfällig 
machen würde. 


) L. Prandtl und Nädai, Zeitschrift für angew. Math. u. Mech., Bd.I, 1921, S. 15 bis 28. 

*) Nähere Literaturangaben finden sich in der Encyklopädie der math. Wiss., Bd. IV, Mechanik, 
+. Teilband, S. 673 und 745 bis 747 (Th. v. Kärmän). 

’) Vergl. hierzu den vereinfachten Ansatz der Plastikodynamik von v. Mises in 
Nachr., math.-phys. Klasse, 1913. S. 582 bis 597. 

4, Verel. A. Haar Th. v. Kärmän, 


2138. 


den Göttinger 


hierzu und Göttinger Nachr., math -phys. Klasse, 1909, 


S. 204 bis 


16 
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In Anlehnung an Haar und v. Kärmän unterscheiden wir einen vollplastischen 
und einen halbplastischen Zustand. Sind o,, 05, 0; die Hauptspannungen in einem Punkte 
und ist &k die Grenzschubspannung, so sind bekanntlich die maximalen Schubspannungen 
ihrem absoluten Wert nach den Differenzen je zweier Hauptspannungen gleich 

61 —n|<2k, 1 —n|<2k, EEE 7 1 

Gelten in (1) die 3 Ungleichheitszeichen, so haben wir den elastischen Zustand 
der gewöhnlichen Elastizitätstheorie. Gilt ein Gleichheitszeichen und 2 Ungleichheits- 
zeichen, so haben wir den halbplastischen Zustand. Gelten 2 Gleichheitszeichen, so 
haben wir den vollplastischen Zustand. Alle 3 Gleichheitszeichen können natürlich nie- 
mals gelten. Jedem dieser plastischen Zustände entspricht ein größerer oder geringerer 
(‚rad von Beweglichkeit des Kontinuums. 

Dieser Einteilung der Probleme muß sich aber eine andere praktisch ebenso wich- 
tige anschließen, und das ist die Unterscheidung von statisch bestimmten und statisch 
unbestimmten plastischen Problemen. 

Ein statisch bestimmtes Problem liegt vor, wenn die 3 Gleichgewichtsbedingungen 
und die Piastizitätsbedingungen nach (1) ausreichen, um den Spannungstensor in jedem 
Punkt des Körpers zu bestimmen. Die statische Bestimmtheit ist aber, wie sich zeigen 
wird, sehr eingeschränkter Natur und nur für ganz bestimmte Belastungen überhaupt 
vorhanden. Nur der Umstand, daß die Behandlung der Fälle, bei welchen die Spannungs- 
verteilung unabhängig von den Deformationen wird, besondere praktische Bedeutung hat, 
kann die Einführung des Begrifis der statischen Bestimmtheit in die Plastizitätstheorie 
rechtfertigen. 

Als innerlich statisch bestimmt können wir in diesem Sinn den ebenen Spannungs- 
zustand eines plastischen Kontinuums betrachten, sowie auch den vollplastischen rotations- 
symmetrischen Spannungszustand, falls die Randbedingungen geeignet gewählt werden. 

(sehen wir über zu immer kleineren Werten von /, so nähert sich die Plastikostatik 
mehr und mehr der Hydrostatik und geht für «<= 0 schließlich in die Hydrostatik über. 

Das plastische Kontinuum steht so, sowohl was den Spannungszustand wie den 
Beweglichkeitsgrad der einzelnen Teilchen anbelangt, in der Mitte zwischen den Flüssig- 
keiten und elastischen oder festen Körpern. 

Unsere Betrachtungen schränken wir auf die statisch bestimmten Fälle ein, damit 
wir mit einem Minimum von willkürlichen Annahmen auskommen. 


I. Das ebene Problem.?) 


1. Der $pannungszustand und die Eigenschaften des Gleitlinienfeldes. 
In der Ebene hat der Spannungstensor nur 3 Komponenten, deren Zusammenhang durch 
den Mohrschen Spannungskreis veranschaulicht werden kann. Die Fließbedingung sagt 
einfach aus, daß 0, — 0% —=?2k=Fließgrenze beim einachsigen Spannungszustand. 

Wie schon erwähnt, kann man den plastischen Zustand als ein Mittelding zwischen 


0 + 


\ 4 
lüssigem und elastischem Zustand betrachten. Nennen wir p = * die mittlere Druck- 


spannung, so hat die zugehörige größte Schubspannung einen konstanten Wert k. Wir 
wählen nun als natürlichstes Koordinatensystem, welches sich dem Charakter des Problems 
am besten anpaßt, das System der Gleitiinien, die ja ein krummliniges orthogonales 
System bilden. Das zu diesem System isogonal verlaufende (unter 45°) System wird 
durch die Spannungstrajektorien gebildet. Solche Systeme existieren nur beim ebenen 
und rotationssymmetrischen Problem immer, im allgemeinen räumlichen Fall gibt es aller- 
dings solche Systeme nicht, da aber numerische Behandlung doch nur bei ebenen und 
rotationssvmmetrischen Problemen möglich ist, so ist diese Einschränkung praktisch 
belanglos. 

Nehmen wir in der xZ-Ebene ein krummliniges Netz von «- und -Kurven an, so daß 

97m,2,0)=0, vw, BD=0 . 222.2. 

so missen diese beiden Gleichungen noch die Orthogonalitätsbeziehung befriedigen, die 
wir gleich auf unser «, #-System bezogen, anschreiben wollen. Wir betrachten zu diesem 
Zweck das (Abb. 1) Tangentenachteck, welches von den Punkten ABCD des krummen 
(leitlinienrechtecks bestimmt wird. 


] 


Ueber eine Lösung des Problems in isostatischen Koordinaten vergl. Boussinesq, Comptes 
rendues 1872, tom 74, S. 242 bis 245, sowie den Artikel von M. Levy, Comptes. rendues, tom 73, 1871, 
S, 109s bis 1103. 
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Setzen wir ein für allemal fest, daß 9ı ein Normalenwinkel zwischen den Punkten 
« und «& auf der 8-Kurve, 9» ebenso der Normalenwinkel zwischen den Punkten ß, und 
3, auf der «-Kurve, so können wir das Polygon in einem bestimmten Sinne von A aus 
ımfahren und müssen dabei eine Schwenkung von 2 z machen. 


In den gewählten Beziehungen unter ‚Beachtung der Abb. 1 


— (91)a, + = Fr (T2),, + + (Fila, + = — (9), + - =?2n 
d.h. (F2)e, Kr (92)., ) (Pı)s, un (T1)g, —=V—) 
‚der beim Uebergang zu unendlich kleinen Winkeln 
) oO 2% 
PTTEPT ET SP , , 70 1} 
a ‚0ß ji 


In dieser Form wollen wir von der Örthogonalitätsbedingung Gebrauch machen. 
Da wir von Kurve zu Kurve um unendlich kleine, aber konstante Beträge d« und dß 
weiterschreiten wollen, so werden die Maschen unseres Netzes vom Gesichtspunkt unserer 
rewöhnlichen Geometrie nicht gleich sein können. 











Abb. 1 Abb. 2 


Es möge 


dn, die Maschenweite in Richtung der wachsenden « 
dna » » „ 3 s a B 
bedeuten. Dann können wir setzen 


da aß / 
An — — n dnz; —= ed ? A e : a i , ; (4) 
hı ha 
und haben als Bogenlänge des Elements 
: 4 sp 
ds? — da? + d2? = dn’ + dn’ = x # “ (4a). 
R” 2 


/, und Aa sind zwei Ortsfunktionen von « und £ oder von x und z. Abb. 2 zeigt ein 
krummliniges Element dn,, dns mit den daran angreifenden Druckkräften p und den 
konstanten Schubkräften k. 


Wir lesen zunächst die Beziehung ab, daß die Winkel dy, und dgys in erster 
Annäherung durch Verbindung der Eckpunkte des Elements erhalten werden können. 
“s ist mit Vernachlässigung kleiner Größen höherer Ordnung 


Odnı dAß Odnı 0 fi Odng da Odng Od 
—— — ee u an u u (-)d« dyps —= —-— —_— h — hr ( 
OB dny n 08 "OB ! Pr 


hy, da dnı Apr Ia 
Beim Anschreiben der Gleichgewichtsbedingungen muß man bedenken, daß es im 
ıIlgemeinen nicht gleich ist, wie man die Schubspaunung annimmt. Denn es gibt hier 


keine Eindeutigkeit wie in der gewöhnlichen Elastizitätstheorie, wenn auch der nichtlineare 
'harakter des Problems durch den Gebrauch eines krummlinigen Systems verdeckt wird. 


Die Gleichgewichtsbedingungen kann man aus Abb. 2 ablesen. Jede Schubspannung 
'iefert 2 mal einen Beitrag, einmal wegen der Aenderung der Richtung, wie auch wegen 


16* 








-)aß (5). 


hg 
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der Aenderung der Fläche, auf welche sie bezogen ist. Es wird in Richtung der 
wachsenden « 


() @| 
(pdn,) + pdnıdyy kdmdyı —k— dn,)dß = 0 


oa OD 


oder nach Umformung mit (4) und (5 


lern) + 2 ragen 


woraus nach Ausführung der Differentiation für die dn,-Richtung 
ra) ra) 
ER 2 kha 


2 
BT ()9 
I 


“tr > R \ Op 0 (1 
(-)=0 und für die dns-Richtung "+2 khı -( )=0 (6). 
h, JB OA hs 
Multipliziert man die erste Gleichung mit d«, die zweite mit d? und gebraucht 
die Beziehungen (4) und (5), so wird 
ra) ) () j} 
’daex2 kdygı =, m dB + ?kdp=d0 . ur (6a). 
(1a OoD 
Diese Gleichungen können ohne weiteres längs der - bezw. @-Kurven integriert 
werden und ergeben dann 
Pas P«, 2k Igı$., PB P3, — —9/ Ya} ; 5b). 


1 | 
Schreitet man auf einer Gleitlinie fort, so nimmt die mittlere Druck- 
spannung ab um einen Betrag, der gleich der Fließgrenze wird, multipliziert 
mit dem Winkel im Bogenmaß, um den sich die Tangente der Gleitlinien 
kurve, längs deren man sich bewegt, verdreht hat. 
Die Gl. (6) enthalten aber auch das Bildungsgesetz unseres krummlinigen Netzes. 
Differenzieren wir die erste nach ?, die zweite nach «@ und subtrahieren, so wird 


() \ ı) 1 ! i ı) () (- )\ 
Talzrurele da ho ho e: 
Nach Multiplikation mit d@«d$ und Beachtung der Beziehungen (4) und (5) wird 
daraus 


() co 
(dyg)dp= (dys) de. 
‚5 \ (Ja 
Dies ist mit der Orthogonalitätsbedingung Gl. (3) nur verträglich, wenn 
() 


(dy)da—0, —_ (ay)aß= 0 N (7). 


(da 05 
Durch Integration folgt hieraus 
N, u, =, (I), — Nı)a, = 0 ni: \ 


2 

Das Kurvennetz der «@- und »-Kurven hat die bemerkenswerte Eigen 
schaft, daß der Winkel zwischen den Tangenten (oder Normalen) an zwei 
beliebige Kurven einer und derselben Schar, welche durch eine und die- 
selbe Kurve der anderen Schar ausgeschnitten werden, sich nicht ändert, 
gleichgültig, ob die Kurven einen unendlich kleinen oder einen endlichen 
Abstand haben 

Dieser Satz gestattet uns aber noch nicht ohne weiteres, anzugeben, aus welchen 
Kurven unsere Gleitlinien bestehen. Wir gehen zu diesem Zweck zu den Gl. (7) zurück 
und führen die Krümmungsradien der 5-Kurven (AR,) und der «-Kurven (R;) ein. 


Dann wird an da dn; 18 
dg ze un n d 2 — — : 
R, hy Rı Rz hg Ry 
und 
(0) oO / ı) 1 d / 1 
(dp) = 0; (dg,)=0 oder ( =0; ( )=0 
0a 0B Ja \ha Rz, O8 \nı Rı 
Durch Ausführung der Differentiation und unter Beachtung der Gl. (4) und (5) 
wird hieraus 
oo f1 1 dy: o /jı1 id 
( ) _L F u: ( -) de aypı a 
en Ra Ry dnz (Ina R, R| d 7 
und nach leichter Umformung 
OR; O Rs Er 
== 1, == . . e (7 b). 


(nz ını 
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Diese beiden Gleichungen sind aber nur dann befriedigt, wenn das Gleitlinien 
system ein rechtwinkliges oder ein Polarkoordinatensystem wird. Wir haben 
also stets eine,Schar äquidistanter Kurven, welche aus aneinandergefügten Flicken von 
Polar- und rechtwinkligen Koordinaten bestehen werden. Sind zwei Gleitlinien ein 
mal an einer Stelle äquidistant, so müssen sie wegen Gl. (7a) an allen 
Stellen äquidistant sein. Wir sind danach imstande, nunmehr alle statisch bestimmten 
ebenen, plastischen Probleme zu lösen. 


’ 


2. Anwendung auf einige Beispiele. Erstes Beispiel: Die Halbebene mit 
prismatischer Eindrucksfläche. Wir stellen uns die Aufgabe, zu einem gegebenen unend- 
lich harten prismatischen Körper von der @Querschnittsbegrenzung ACDB, der in die 
plastische Masse eingedrungen ist, die Druckverteilung auf die Seiten AC und CD zu 
iinden, wobei von etwaiger Reibung abgesehen werden soll. 





4 
2 | 
MEN | 








Abb, 3 


Zunächst finlen wir, daß der Druck längs BD und AC konstant und gleich 


Tt IT ’ ; 
nak+-3k (: a +k= 2} a) + Ih; vergl. Gl. 6b 


p: ist dabei die Normalspannung, nicht die mittlere Spannung, so daß p.=pH+k 
am Rande. 

Längs CD erhalten wir aber verschiedene Drucke, je nachdem wir das plastische 
Gebiet durch die Kurven MOM oder M’OM'’ begrenzen. 

. . - . u 7T Tt 

Im ersten Falle wird nämlich p, = ?2/ 5 + kr ee) +24 (= «) ! 
oder p=2k(1-+n) | 
4 | längs U D 


un) 


im zweiten Falle haben wir = 24 (i + 


Wir sehen also, es ist ohne weiteres nicht möglich, zu einem eindringenden Körper 
eine eindeutige Druckverteilung zu finden. Dagegen wird das Problem sofort eindeutig, 
wenn wir annehmen, daß die beim: Eindringen aufzuwendende Arbeit einem Minimum 
zustrebt. Da die Drucke unter dem eindringenden Körper natürlich alle gleiches Vor 
zeichen haben müssen, so kommt das darauf hinaus, daß diejenige Druckverteilung die 
richtige ist, bei der der spezifische Druck an jeder Stelle des drückenden Körpers einen 
Kleinstwert erreicht. Unter diesen Umständen ist das plastische Problem dann eindeutig 
lösbar. 

Was die Begrenzung des plastischen Gebiets anlangt, so müßte diese eigentlich 
vom Punkte O ausgehen. Falls aber, wie dies bei ungebrochener Linie COD der Fall 
ist, der Winkel 0 00” ein rechter wird, und nur in diesem Fall, herrscht auch in 
dem Quadrat 000 0” ein homogener Spannungszustand, der die Plastizitätsbedingung 
befriedigt, und wir erhalten also eine etwas hinausgeschobene Grenze des elastischen 
Gebiets (M"O’M”). 

2. Beispiel: Die Halbebene unter einer kleineren oder größeren Last, als der 
Plastizitätsbedingung entspricht. 

Erreicht die Auflast nicht die nach Formel (6b) errechneten Werte, ist aber dabei 
doch so groß, daß Plastizität eintritt, so bildet sich unter der drückenden Fläche ein 
elastisches Kissen, in welchem die Schubspannung unter k herabsinkt, in welchem also 
die Elastizitätsgleichungen gelten. Es handelt sich in diesem Fall um ein ausgesprochen 
statisch unbestimmtes plastisches Problem, welches ohne Berücksichtigung der Deforma- 
tionen nicht gelöst werden kann und somit aus dem Rahmen unserer Untersuchungen 
herausfällt 
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Ist die drückende Kraft eines Stempels auf die Halbebene größer als der nach 


7T . .. ri. . 
Gl. (6b) errechnete Wert von =? (1 + =), so sınkt der drückende Körper ein und 


die Druckspannung kann dabei äußerstenfalls durch Vergrößerung des Schwenkungswinkels 
der Gleitlinien den Betrag , =2k(1+nr)= 2%k4,14 erreichen. 


Wird der Druck größer, so muß die Halbebene entzweigeschnitten werden, da ein 


Gleichgewicht nicht mehr möglich ist. 


Nicht unbemerkt soll noch bleiben, daß man bei Umkehrung der Richtung von k 
in Abb. 2 das inverse Problem erhält, nämlich das Austreten von plastischen Massen, 
welche aus Gefäßen mit schmalen Spalten herausgepreßt werden. 


Die Druckkraft, unter der eine solche Masse stehen muß, damit das Ausfließen 
überhaupt möglich ist, muß also etwa das Vierfache der Fließgrenze des auszupressenden 


Stoffes sein. 


II. Das rotationssymmetrische Problem des vollplastischen Zustandes. 


1. Die möglichen vollplastischen $pannungszustände. 


Das rotationssym- 


metrische Problem ist natürlich nur dann statisch bestimmt, wenn ein vollplastischer 


Zustand vorliegt. 


Man kann das Eintreten eines solchen Zustandes natürlich nicht von 


vornherein voraussetzen, man kann nur die Bedingungen auisuchen und angeben, unter 


welchen ein vollplastischer Zustand überhaupt eintritt. 
entweder es sind die beiden Hauptspannungen 


Es sind nur 3 Fälle möglich, 


in der Meridianebene gleich und die 


Spannung senkrecht zur Meridianebene ist gleich einer dieser beiden Hauptspannungen 
vermehrt um 2%, oder aber es ist die Ringspannung gleich der einen Hauptspannung in 
der Meridianebene, während die andere Hauptspannung um 2% größer oder kleiner ist. 


Der erste Fall ist rasch erledigt. 


Wegen der Gleichheit der Hauptspannungen 
sind alle Richtungen in der Meridianebene gleich berechtigt. 


Aus den Gleichgewichts- 


bedingungen in Zylinderkoordinaten folgt dann, daß die Spannung in Richtung der Sym- 
metrieachse konstant bleibt, d.h. daß es sich eigentlich um einen ebenen Spannungs 


zustand handelt. 


Wir wollen auf diesen Fall, der bereits von St. Venant behandelt wurde, nicht 
näher eingehen und wenden uns zu den beiden übrigen Fällen. 


Die Hauptspannungen in der Meridianebene seien p+%k und p—k. Die Span- 


nung senkrecht auf die Meridianebene sei zunächst gleich p + k. 


Zu einer solchen Be- 


anspruchung des Materials kommen wir, wenn wir plastisches Material aus einem Gefäße 
durch eine kreisförmige Oefinung herauspressen. 
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Abb. 4 


und $ auf. 


#8 _ Mıchtung 


Als Koordinaten wählen wir die in 


der Meridianebene verlaufenden Gleitlinien, 


sowie 


die die Meridianfläche senkrecht 


durchsetzenden Kreise um die Rotations- 


achse. 


Die Funktionen « und ß drücken 


sich in Zylinderkoordinaten aus: 


Y (r, 2) =V (8). 
die Orthogonalitätsbedingung 


op (r, z«) us v, 
Dazu 


in Form von Gl. (3). 


Das Bogenelement wird hier 


N 2 2 & ii 
La (9), 


ds? = 
hı? hg? 


wobei d”% der infinitesimale Winkel zwischen 
zwei Meridianebenen und 


9a) 


da d 
in ee a a L 
hı ha 


wie früher. 


Wir stellen an Hand der Abb. 4 
wieder die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben in Richtung der wachsenden « 
Das Gleichgewicht in der Richtung der wachsenden « erfordert 
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( 


| (prdn;) dad +-prdddn dp +krdddn: dy, 


() 


Ilrdn,) 


Hk dßd®+(p-+k) dnı dn, d® r - A m 0 


(DD ({ 


oder unter Benutzung der Relationen (4) und (5) 
( dr d (Mr (ri u. 
I — . - _ i — - u k l KL dl ) d I — U, 
( Fr tpr lo) 535) Hi 1 r ! 7 Be a 
Damit erhalten wir nach Ausführung der Differentiationen und Vereinfachung, wenn 
wir noch die Gleichgewichtsbedingung für die andere Richtung beifügen, 


# \ 
r Op Oo l koOr k or 
+ 2 kr jr e, 
( 


ha c)a ıD hi Nr OB h3 er) 

F Op» d (—) k dr k dr \ 
as — 2 kr u - zum I) 

hj O8 ® ar; hg r h» a7} r h, 0A 


oder in anderer Schreibeweise 


p JO 1 Il ho or i 1. Or 
RETRIEVER THREE 
da 09 hj ) rh; IB 2 r Oa (10 
Eike) dr 1 1ÖOr]( 

di 0 h + 
O5 { 2 2) yR 2 rh oda 2 r Oß 


Multiplizieren wir die erste Gleichung mit d«, die zweite mit dp, beachten die 
Beziehung (4) und (5) und setzen für 


h2 or Or 
d« den Ausdruck dn 
hı O9 Ing 
Rı Or ur 
dp » dnz, 
ha Ic In 
so wird aus Gl. (10) 
ep 1 | 1 Or l Or 
d (£ Ik ) dgı —+ | An; en ” ö 
ar ( 2 | r-Ons r 0a 4 
OP ,3 1.7 t 9% | Or 1 
P dad=2k)dg + dns + aßıt. 
03 { > 2 |r On - r 08 ) 


Hieraus durch Integration längs der Kurven P = konst., bezw. @ = konst. 


ne 
ds ı [ fOlhr N \| ! 
EEE N 5? ve | dr, + In 3 
I. Fa Im 2 LJ 9n e I 
4 : 
10 a 
fi 
2 3 1 Olnr B, ! 
3, —P3, = 2k | (9a)5. [ dn; + In ®\]} \ 
/ / l . \ 3, na 2 ı On 2 (; 3, J \ 
3, 
Aus der Abb. 4 liest man leicht die Beziehungen ab 
2 73 
"Olnr dz ’ a : Mr y 
| —dnı=- [° ‚ wobei dz die Zunahme der z2-Koordinate längs der 3 BR 
J On er 
| n ) 3, (10b) 
/% } . 
olnr a d2 j ” \ 
J In r 
Bı Bi 
und erhält so 
pr B u 
/ Ig | r, dz| 
Du. Du, = 3K I IQ)" + In ( - | $/ 
r 1 \ “ ww P d 
L_ % . ui 
(11). 


R wor, ® “dz \ 
a) 
.. i re r Tr 
| Pı 


Hätten wir in den Gleichgewichtsbedingungen für %k ein anderes Vorzeichen ge 
wählt, so wäre bei Abwesenheit von Schubspannungen an der Oberfläche die Spannung 
in der Achse unendlich groß geworden. Auch dieser Fall ist natürlich möglich, wenn 
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dabei der Gesamtdruck nur endlich bleibt. Der Gesamtdruck wird aber dabei größer 
als mit der von uns angenommenen Richtung, weshalb wir diese Möglichkeit ausschließen 
müssen. 

Vor der weiteren Behandlung müssen wir aber noch den dritten Fall erledigen, 
wobei die Spannung senkrecht zur Meridianebene gleich p—%k wird. Dies tritt ein, wenn 
ein zylindrischer Stempel in die Halbebene einzudringen sucht. Wegen seiner Analogie 
mit dem Vorgang bei der Kugeldruckprobe nach Brinell oder der Kegeldruckprobe 
nach Ludwik ist dieser Fall besonders wichtig. Es ist klar, daß wir hier das Vorzeichen 
von k in Abb. 4 umkehren müssen, denn das Material wird ja unter dem drückenden 
Körper von der Achse weg herausgequetscht. Das Gleichgewicht in Richtung der 
wachsenden « erfordert, daß 


() pr ( -) () l N) . dr 
Ta yıd di Oa = ” 5 \ Ey , ka k) v 


hi ha ı)a 


oder r op 0/1 kOr kr 
u kr — —— == (). 
ho «a O8 ha hi OB ha «a 


Man übersieht ohne weiteres, worin der Unterschied mit den früheren Formeln 
besteht und kann setzen 


mann eat {nl Fe 


. n 1 « 7 JJ 
"8 ar En EEE 
\ P2 1 1%, “4 2 | 
Ps. Pa 2Kk (92), m ( ) + I 
“ . u se 


2. Die Eigenschaften des Gleitlinienfeldes. Um das Gesetz zu erhalten, nach 
dem die Gleitlinien verlaufen, differenzieren wir in (10) nach £ bezw. « und subtrahieren, 
dann bekommen wir für die beiden vorher betrachteten Fälle das gemeinsame Gesetz 

u () 1 Io» Or ok @) 1 I 0 hı Or 
Y [Ei + B- | YA, (Zt +4 il 
VB O8 \h \ 2 881m VB dal da \hy \ 2Vdalrml)a) 


und hieraus nach Multiplikation mit d« d? und Umformung in der früheren Weise 
mittels Gl. (4) und (5 


oO \ 0 \ oO Olnr Oo (Olnr . 
(dyı)dp — — (dg)da=— ) 1 dn)d« — (7 & dm)aßt (13). 
38 ‘a 2 (da\oOn OA\Ona \ 
Nach Gl. (3) wird aber 
() ce) 
(dgı)dß + (dg:)da—9, 
0ß et 
sonach O | ) Olnr od /(Olmr 
so (d g)dß= } | d »)da | ( d m) dB | 
9 (da On ( B ung 
| (13a). 


d | r@) Oolnr ( Oolnr 
(dp)dae= | dan dB ( d ) di l \ 
(oda N 003 ‘ Ung J IA ON ) 
Wir führen nun die Krümmungsradien des Gleitliniennetzes Rı und A, ein 
R, (Krümmung der 8-Kurven) 


R, (Krümmung der «-Kurven) 


1 aben sonach | dgı . ) 
ınd habe » _ AH sowie d g = da, 
R; d ny hi R, 
| dd 2 2 
= / d Ya = ; d D. 
Rg d na ha Ra 


Aus den Gl. (13a) können wir dann d« bezw. dA? wieder rechs und links heraus- 


heben und bekommen 
(@) 3a # 2 co Olnar 1 
( -) — = ( -) da, 
( @ nı ha O9 do ng h, 


Ir 
od Ohr 1 oO /Olhhr 1 

( | ) ( ) dp. 
OB Ong hı Ir On; ha 


Biyi eK 
Ay; Fr nn ! 


() 1 | 
( ) d Io} = 
0a \hyRg 4 


Diese beiden Ausdrücke gestatten eine wesentliche Umformung, wenn man unter 
Benutzung der Gl. (4) und (5) danach trachtet, alles in den Krümmungsradien und in 
Differentialquotienten nach dn, und dnz auf der linken Seite auszudrücken. 
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Die Ausdrücke werden dann nach einiger Umformung, wobei man zunächst die 
Differentiation nur links ausführt, 


OR „hıkh: Oo Tı1 Olnr oO[ı Ohr 
-+1=R? \ 
UOng 1 da hr On; OBlhı Omas \ 
ORs „hıhhzrk Oo [ı Olmr Oo fı On 
+ 1=k%‘ - — i 
on l 09 hı Ung dalh Vnı \ 
Formt man die rechts des Gleichheitszeichens stehenden Ausdrücke in der gleichen 
Weise um, so erhält man schließlich die Beziehungen 


OR, Rı“ \ nr 0? 1nr 1 Olnr i Olıur ) 

One ob 1 N In“ 3 Ing? Ryg '/nı Rı On» \ | 
O)Rg ni an r oO“ lno ı Olnr 1 Olnı ! 3 ne, 
I’n ar Ing“ In“ Rı On Rg On; ) 


Führen wir den Stellungswinkel p ein, gemessen von der positiven z-Achse ent 
gegengesetzt dem Uhrzeigersinn, so können die G]. (14) noch weiter umgeformt werden. 
Es wird (nach Abb. 4) 


Olnr 1 Or cosg Olnr Il or sin g 
zum  — ‚ —— nl . 
Un r On r na r Ing 1 
0° Inr O ( ?) sin g OÖ g cosy or sin g c08? y ) 
On“ on Y PS r On, r3 On ae rR; r? \ 
O1Inr re) sin f cspOg sin p Or cos y sin“ y ! 
-—; ( \=+ —_ — — + 
Ong“ On r r On r“ Om r Ro y® 
aus den Gl. (14) 
ORı cosy /Kı\/Kı sing /Rı cos 2g@ /Kkı\“ 
a1 -Sr(B)(@) rm) „ern, 
Ing 2 Rg r 2 r 1 r , 
R ıI4a). 
O.R3 cos Ka sin « ?2\ Rg cos 2« Ry . 
ee ee 
Ion 2 r 2 Rı r l r 


Da manchmal die Werte von R, und /, sehr groß werden, so schreiben wir diese 
Difierentialgleichungen noch in einer etwas anderen Form: 


oO R} 1 cosg sing cos 2g 

on, (,.) “TR ae ef Ta 
oO ( l ) Be 3 608g sing e: og . y\ 

On, \Ry Ry” 2 Ryr 2 R,r 4 r® 


In dieser Form zeigen die Gleichungen sofort das bemerkenswerte Resultat, daß 
für eine Neigung von #£ 45° gegen die Symmetrieachse : ein geradliniger Verlauf der 
beiden Gleitlinienscharen möglich ist. 

Die Gleichungen werden dann. nämlich befriedigt durch 


Rı = Rs =», 
Unter jeder anderen Neigung ist ein geradliniger Verlauf der Gleitlinien unmöglich. 
Für »—=» erhält man natürlich die Gl. (7b) für das ebene Problem. 
3. Spezielle Beispiele. a) Eine einfache Lösung der Gl. (14) läßt sich für den 
in Abb. 5 dargestellten Fall angeben, wobei etwa an ein sehr dickes, oben begrenztes 
Rohr unter innerem Druck gedacht werden kann. In diesem Fall gestatten die Rand- 
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bedingungen nämlich gerade Gleitlinien. Die Gl. (12) ergibt hier, da die Gleitlinien 





keine Schwenkung ausführen und der Druck p., k sein muß, mit p, = pr, + k und 
dz=—do 
1 O } h 
Pa =2k) Im2+ftlt+n oder p=2klı+mnlı+)! 
(2 a 0 |, a/) 
0 
speziell für a=h pp = 2k- 1,693. 


b) Gleitlinien beim Eindringen eines starren Stempels in den Halbraum (Abb. 6). 

In geschlossener Form lassen sich die Gl. (14) nicht integrieren, da sie nicht linear 
sind. Man kann aber trotzdem für den vorliegenden Fall mit verhältnismäßig einfachen 
Rechnungen sich ein Bild von dem Verlauf der Gleitlinien machen. 

Für die Sektoren AOB und COD erhalten wir wieder einen geradlinigen Verlauf 
der Gleitlinien. Die den mittleren Sektor begrenzenden Gleitlinien müssen also jedenfalls 
gerade sein, d.h. auf ihnen ist a =». Die Gl. (14a) ergibt dann 

OR; sing Rı 
=1+—. 
Ing 2 r 

Da man dr= dns, sin y setzen kann, so läßt sich diese Gleichung einfach inte- 

grieren und ergibt mit der Randbedingung in r=a, z=0, wo Rı =0 werden muß, 


2r \ da ! 
R = Es . . 
e sing J r \’ 
d.h. also: 
für g 45°: Rh =2YV2r V 33 | # fürrg=+45°: R=2 v2 . I — V > 
r \ \ 
Bezeichnet man mit o den Radiusvektor längs OB von O aus gemessen, so kann 
man mit Vernachlässigung kleiner Größen höhere r-Ordnung schreiben 


ı V2o 


R, = 0 1 - 0 Av fir Y= 45° ; 
a a 
r \ 1 V > 0 N .. eo 
Rı = 0,1 + - = e+d4Je fürqg=+45°. 
Ö a 
/9 9 
Im ungünstigsten Falle wird —— — | 
a 


In diesem Fall erhalten wir eine Abweichung von den Werten der Krümmungs 
radien bei dem entsprechenden ebenen Problem von + 12,5 vH, und ebenso groß ist auch 
der Fehler für Winkel zwischen + 45°, wie man sich durch eine einfache Rechnung 
leicht überzeugen kann. Wir stellen daher angenähert den Bogen CD durch zwei 
Kreisbogen dar von den Radien 


links R—=OB'/, rechts RR = OB°%. 


Als Begrenzung des vollplastischen Gebietes müssen wir die Gleitlinie ABCD 
betrachten. Die in Abb. 6 gestrichelte Linie ABC’D! ist die entsprechende Gleitlinie des 
ebenen Problems. Im Punkte Dist p—k=0, d.h. auch die Ringspannung p — k ver- 
schwindet hier. In dem bei D beginnenden elastischen Gebiete kann ja die Ring- 
spannung nur eine Zugspannung sein. 

Wir sehen hieraus auch, daß wir in einer ganz groben Näherung auch für das 
rotationsymmetrische Problem die Gleitlinien so annehmen können, wie es dem ebenen 
Problem entspricht. 

Zur Berechnung des spezifischen Druckes, welchen der eindringende Körper lot- 
recht auf die Begrenzung ausübt, haben wir nach Gl. (12) 


& 


7 | "0 a 
zu 2 k - - ae *) —— | | . . . . ’ 1ö ), 
» + +,” 2 (15, 


nr 
ne! 


a z “ dz x 
Für den maximalen Druck müssen wir das [ von A bis D nehmen und erhalten 
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D B ( D 


"dx "dz d:z dz 
| + ! i 
x r / r z F r 
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B D 
) i "dz 12 "D 
Es wird ‘ — In a, da dr =dz; f -——h-, ddr=—d: 
Je» nA r rc 
‚4 { 
und "dz 
— — 0,09 nach einfacher Quadratur; 
. 
B 
ala 1 „° 2 . 
also = 2k rn ” f m  ZER 0,0907 | , DD) = 2% is ei + 0,76 — 2k- 3,33. 
\ 2 2 TBTC \ 2 
Der mittlere Druck wird Om == 2,82 : 2%. 
Nach der Kugeldruckprobe würde die Fließgrenze = 0,22 mal dem mittleren Druck sein. 
Nach unserer Rechnung ist die Fließgrenze .... = 0,35 » » » » 


Eine Uebereinstimmung mit den Ergebnissen der Kugeldruckprobe können wir 
aber nur erhoffen, wenn wir die Eindrucksfläche vom Radius AO so annehmen, wie sie 
sich nach eingetretenem plastischen Gleichgewicht ergibt. Wir missen also zuerst für 
verschiedene Findruckstiefen einer Kugel die Gl. (14a) und (14b) sowie die Gl. (12) 
lösen. Dann erst ist ein Vergleich mit experimentellen Ergebnissen möglich. 

Nehmen wir an, der eindringende Stempel sei durch eine Kegelfläche begrenzt, 
so sehen wir aus Gl. (15), daß der Druck unter der Spitze logarithmisch © groß wird. 
Außerdem bemerken wir, daß von dem Sektor OBC der Teil von g=—45 bis 9 = 0 


. dz : . . 
mehr und mehr verschwindet, wodurch das E sein Vorzeichen wechselt und einen 
F 


positiven Beitrag zur äußeren Druckspannung liefert. 

Das Verhältnis zwischen Fließgrenze und mittlerem Druck (bezogen auf die Pro- 
jektion der Eindrucksfläche) kann also keine Konstante sein, sondern hängt von der 
Eindringunrgstiefe und von der Form des eindringenden Körpers ab. Man könnte auf 
Grund der Gl. (12) und (14) für alle Eindruckstiefen und für verschiedene Oberflächen- 
formen wenigstens näherungsweise das Verhältnis von Fließgrenze und mittlerem Druck 
bestimmen und würde dann diese Berechnungen mit den Versuchsergebnissen zu ver- 
gleichen haben. 

Durch einen derartigen Vergleich müßte sich auch der Einfluß der Verfestigung 
herausstellen, der sich gegenwärtig noch der theoretischen Fassung entzieht. 251 


Delft, im Februar 1923. 


Die Wasserbewegung in Leitungen 
mit Ringspalt-Durchflußquerschnitt (Labyrinthdichtungen). 
Von R. WINKEL in Berlin. 


(Mitteilung aus der Versuchsanstalt für Wasserbau und Schiffbau in Berlin.) 


n Leitungen, die einen Ringspalt als Durchflußquerschnitt haben, können, wie bekannt, 
zwei Strömungsarten auftreten, entweder die laminare (Band-) Strömung oder die 
turbulente (Flecht-) Strömung!). Ist der Spalt sehr eng, so entsteht im allgemeinen 

darin eine laminare Wasserbewegung; folgt auf einen engen Spaltraum ein weiterer von 
bestimmter Länge, dann abwechselnd wieder ein enger Spalt, dem wiederum eine 
Erweiterung folgt, und so fort, so entsteht die einfache oder unverzahnte »Labyrinthdichtung« 
‚vergl. Abb. 4a); der Druckabfall von A nach B kann infolge der beträchtlichen inneren 
Widerstände auf dieser Strecke AB auch bei recht geringem Wasserapfluß durch den 
Ringspalt sehr erheblich sein. 

Es kommen folgende Fälle vor: 


dı — da 


1. Im engen Spaltraum II von der Weite s= bestehe Bandströmung: 


-_ 


In dem weiten Spaltraum III bleibt die Bandströmung wie in II fast unverändert bestehen, 
der Wasserraum in den eingeschnittenen Nuten wird für die eigentliche Wasserförderung 


!) Die Fremdworte laminar (lamina = Schicht; Band) und turbulent (turbo = verwirren, vermischen) 
"ind hier beibehalten worden; zugleich werden aber auch die von Krey dafür vorgeschlagenen, den 
Strömungsvorgang zut kennzeichnenden Ausdrücke »Bandströmung« sowie »Flechtströmung« mitgeteilt. 
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nicht beansprucht. Allenialls erfolgt im Spaltraum III eine allmähliche geringe Ver- 

breiterung und darauf wieder eine allmähliche Zusammenziehung des Wasserbandes, 
wobei in den inneren Ecken Totwasser verbleibt. 

2. Im Spaltraum II bestehe Flechtströmung: Beim Eintritt in den Raum III 

löst sich der Wasserstrom an der scharfen Kante ab und fließt in Flechtströmung weiter. 

Der Druckabfall von A nach \B wird in beiden Fällen voraussichtlich nicht 

derselbe sein. So stellte z. B. ©. Bach in 











| seinem Aufsatze »Ein üblicher Fehler bei ge- 

TS — HG Ä wissen hydraulischen Berechnungen«!) fest: 

In oe Pr »durch das Eindrehen der Nuten war also der 

"ie ca # Widerstand tatsächlich vermindert und nicht 

| erhöht worden« und gibt dafür eine Erklärung 

# RIED BEER ap, die mit dem oben zu Fall 1 Gesagten im 
er 7 | Aeitshimie es Er : m as 

„da, | Zah | 5, ee Zi de Sinne übereinstimmt. Bei Flechtströmung 

Ey | "4 I (vergl. Fall 2) würde das Ergebnis aber wesent- 

ie ai TER # lich anders ausfallen. | 

p— | ne u dr Der Druckabfall von A nach B wird 

| 7, PA durch Reibungswiderstände verursacht, es ist 

. d, d, daher nach dem Aehnlichkeitsgesetze für Rei- 

(223/263) | | bungsvorgänge zu erwarten, daß er eine 


Funktion der Reynoldsschen Zahl (Kennwert) 
Abb. 1 ist’). Für die Bandströmung läßt sich diese 

Funktion unmittelbar rechnerisch ermitteln, 
während sie für die Flechtströmung im Anschluß an das Rechnungsergebnis nur durch 
Versuchsreihen ermittelt werden kann. 


1. Grundlagen. Es wird im Spalt s Bandströmung vorausgesetzt (Abb. 1). 
J sei das hydraulische (Gefälle, 
/h der hydraulische Höhenunterschied zwischen den Punkten 4, B, 
dı — d; 
2 


b die Breite des Spaltes gleich dem mittleren Kreisumfange 


s die Weite des Spaltes s = 


Die auf einen Streifen 2x5 entfallende Druckwirkung ist yAh2xb, der Schub- 

widerstand ist —x' ", worin » das Zähigkeitsmaß ist (vergl. S. 4 in dem in der Fuß- 
dx 

note 2 genannten Buche), die 'Angrifisfläche des Widerstandes ist für die NEE 


Strecke gleich 25b/!. Die Gleichgewichtsbedingung lautet also ydh2acb=% 2. 2bl 
«X 
vdnf y4Anx«° 
=‘ ıdı='‘ const. 
«l Br “l 2 
Die Geschwindigkeitslinie des Spaltes (im Radialschnitt) ist demnach eine qua- 
no. 8 y.. . 
dratische Parabel. Die Grenzbedingungen v =o für = — und v — dunax für x = 0 liefern 
vJns?® > . - r ‚ 
in t Aus der Quadratur der Parabel folgt demnach für die mittlere 


„US 
(reschwindigkeit © 
) vy4Jhs“ 12 «I 


a a S u en, „5. 
3 x 12 ys#“ 
Ih i BEren a F 8 . : . 
Da — J das hydraulische Gefälle und A - Zul der hydraulische Radius ist, hat 
l J 2 
man andererseits A\ı vv 
Ah = | )- z 5 . . . . . . . . . (2), 


worin A der für die Berechnungen von Rohrleitungen gebräuchliche Widerstandsbeiwert 


ist. Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke für /Ah erhalten wir 


. 4 j Z 1,2 | Et: a‘ 
Atan = 48 ( „ — 48 — — -7 48 = 0,0600576 et Se FE 
) Vs vs 10° v80 vuso0 


I) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1891, S. 474 476, Abb. 6 und 7 dortselbst 


°) Vergl. hierzu R. Winkel, »Hydromechanik der Druckrohrleitungen«, München 1919, S. 15 bis 20. 
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ER : #9 2: Br i N & 1,2 
Hierin bedeuten Z— "die bekannte Zähigkeitszahl in m°/sek und 2 = - den 
er 06 2 
Wärmebeiwert, der bei der mittleren Wassertemperatur von 13,2’C =1 ist'). Den Aus- 


druck »so wollen wir den Kennwert des Strömungsvorganges nennen. Nachstehend 
werden die Ergebnisse der in der Versuchsanstalt für Wasserbau und Schiffbau zu Berlin 
(Abteilung Wasserbau) ausgeführten Versuche mitgeteilt. 
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Abb. 2 und 2a 


2. Versuchsergebnisse. Wie die in der Abb. 2 logarithmisch eingetragenen 
Versuchsergebnisse (glatter Messingstab innen im glatten Messingrohr) zeigen, ist im 
Gebiete der Bandströmung (v se <{ 0,001 bis 0,002) in der Tat die Gl. (3) durch den 
Versuch bestätigt worden. Für »so = 0,0001 lesen wir z.B. am Orte der Ausgleichs- 
0,0000 576 

v80 
etwa 0,0015 und 0,002 zeigt sich ein Uebergangsgebiet; von vs oe ® 0,0025 an ist dann im 
Spalt s stets Flechtströmung vorhanden, was sich deutlich in dem Bestehen einer neuen ÄAus- 
gleichsgeraden und dem hierfür geltenden neuen Gesetze A —= 0,00861 (v s 0)” ausdrückt; 


geraden A = 0,575 w 0,576 ab, so daß A —= erfüllt ist. Für Kennwerte zwischen 


. ” r .. n » 1 . PR . > Z 45 
setzt man hierin den Wert für o=1,2-10°° —ein, so läßt sich auch / = 0,26 (=)°* 
/ v8 


4 


schreiben ?). Es sei noch erwähnt, daß der A-Wert aus den Versuchsergebnissen mit Hilfe 
der Gl. (2) bestimmt wurde, wobei v im engen Spalt in m/sek, s in m und 0 in sek/m?’ 
einzusetzen waren; die Meßstrecke betrug 500 mm. 

Zur Feststellung der Wirkung einer plötzlichen oder allmählichen Erweiterung des 
Spaltes wurden in den zuvor untersuchten vollen Innenstab verschiedenartige Nuten 





!) Vergl. z. B. Zentralblatt der Bauverwaltung 1919, S. 217 oder 1921, S. 550. 
2) Vergl. hierzu: Blasius, »Das Aehnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorzängen in Flüssigkeiten «., 


q . ) u 9 
Serlin 1913, S. 22, wo für Strömung im ganzen Kreisquerschnitt glatter Rohre 4 = 0,3164 ( je 


vd 
! Rn d 8 
rmittelt war; führt man hierin statt R= den Wert R= r oder statt d den Wert ?2s ein. so erbält 
'Z 


nan h= 0,266 ( )o: in guter Uebereinstimmung mit unserem obenstehenden Ergebnis. 
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eingedreht, wie es die Abb. 3 bis 7 erkennen lassen. Die Versuchsergebnisse mit derart 
bearbeiteten Stäben sind in derselben Weise wie die des glatten Stabes (Abb. 2) 
dargestellt worden, so daß die logarithmischen Schaubilder unmittelbar miteinander in 
Vergleich gebracht werden können; » ist jeweils die Geschwindigkeit im engen Spalt (II). 

Im einzelnen sind zu diesen Darstellungen einige besonders bemerkenswerte 
Folgerungen zu erwähnen: (Zu Abb.3.) Die Nuten wurden das erste Mal 1 mm tief, 
das zweite Mal 2 mm tief bei sonst gleichen Verhältnissen s= 2,5 mm, a =5 mm und 
mm gewählt, die Ergebnisse beider Anordnungen waren in dem Meßbereiche fast 
die gleichen. Für Kennwerte (vs o) < 0,001 d.h. also bei bestehender Bandströmung 
(Fall 1) ist abgesehen von einer stärkeren Schwankung der A-Werte kaum eine Aenderung 
der 4-Werte gegen die entsprechenden des glatten Stabes zu erkennen; demnach ist 
anzunehmen, daß das aus dem engen Spalt austretende Wasserband ziemlich unverändert 
an dem darauffolgenden Nutenraum vorbeigeführt wurde. Anders dagegen für Kennwerte 
> ® 0,001, d.h. wenn im engen Spalt Flechtströmung besteht. Beim Eintritt aus dem 
engen Spalt in die Erweiterung löst sich an der scharfen, vorspringenden Ecke der 
Wasserstrom ab, wobei das in dem inneren Eckraum befindliche Totwasser in drehende 
Bewegung versetzt wird, wozu ein bestimmter Teil des Druckgefälles verbraucht wird. 
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Abb. 3 und Ba 


Weiterhin dringt dieser Wasserstrom in den Nutenraum Ill ein und wird am 
anderen Ende der Nute wieder in den engen Spalt zusammengezogen, wobei sich am 
Eintritt in den engen Spaltraum II Strahleinschnürungen ergeben müssen, die ebenfalls 
einen Teil des Druckgefälles verbrauchen, ebenso wie es zur Drehung des Totwasserraumes 
in der inneren Ecke davor der Fall ist. Deshalb sehen wir auch, daß im Gebiete der 
Flechtströmung für Werte v se > ® 0,001 die A-Werte beträchtlich größer geworden sind 
als die entsprechenden des glatten Stabes, dessen Ausgleichslinie aus der Abb. 2 zum 
leichteren Vergleich als gestrichelte Linie — ebenso wie bei den folgenden Abbildungen 

hier mit eingetragen ist. 

(Zu Abb. 4.) Hier sind im Gebiete der Bandströmung die A-Werte schon merkbar 


kleiner geworden als die entsprechenden Werte der Abb. 2, deren Ausgleichslinien hier 
gestrichelt eingetragen sind. 


Die Eindrehungen in den Stab haben den Widerstand nicht 
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rhöht, sondern vermindert, woraus geschlossen werden kann, daß bei der längeren 
\utenerstreckung !; = 15 mm das Wasserband im Nutenraum allmählich sich sowohl etwas 
erbreitert als auch wieder bis auf die Spaltweite s zusammenzieht. Dieses Ergebnis 
‚estätigt also die eingangs erwähnte Beobachtung, die ©. Bach gemacht hatte. Anders 
;t dagegen das Verhalten, wenn im ganzen Spalte II Flechtströmung eintreten kann. 
Wie in der Abb. 3 liegt auch hier die Ausgleichslinie erheblich höher als die der Abb. 2 
ie zu der Abb. 3 angestellten Betrachtungen gelten auch hier. Die größere Länge |; 
at noch eine weitere Erhöhung der }-Werte gegen die der Anordnung der Abb. 3 
sebracht. Ferner wurden noch 3 mm tiefe Nuten mit 3 = 15 mm sowie 3 —= 25mm und 

35 mm im Stabe mit demselben Durchmesser 25 mm untersucht; ihre Ausgleichslinien 


rgeben bei /; = 15 mm die Gleichung A = 0,0191 (vso)"®, bei = 25mm....... 
. — 0,0403 (vso)""” und bei 3=35mm..... ) — 0,0339 (vs o)"'", bei den beiden 
etzten Anordnungen wurde auch im Gebiete der Bandströmung die Gleichung für Aun 
rhalten und zwar beia3=25mm..... ham = 0,0000187 (vs 0)" " und bei 3=35 mm 


hzam = 0,0000 205 (v so)"; bei beiden liegt also die Ausgleichslinie im Gebiete 
ler Bandströmung tiefer als die des glatten Stabes (vergl. Abb. 2), während im Gebiete 
Ier Flechtströmung diese Linie bei allen drei Anordnungen höher liegt als die des 
latten Stabes, so daß die zu den Abb. 3 und 4 zuvor erhaltenen Feststellungen auch 
hier bestätigt werden. 
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Abb 4 und 4& 


Die jetzt folgenden Abbildungen zeigen Nuten mit allmählichen Uebergängen 
wohl in die Spalterweiterung (III) als auch von dieser zurück in den engen Spalt (II). 
25 — 22 


(Zu Abb. 5.) Die Erweiterung zeigt ga — — _ — :25=0,06 und @«—3"26 als 


59 


’ 25 22 c 
rweiterungswinkel, während der andere Uebergang tgf = z :10 = 0,15 und 


- 8° 32’ besitzt, zwischen beiden Schrägen befindet sich ein 5 mm langes zylindrisches 
ick. Das Schaubild der Ergebnisse läßt erkennen, daß hier sowohl im Gebiete der Band- 
'ömung als auch in dem der Flechtströmung beide Ausgleichslinien unterhalb der des 
'atten Stabes (vergl. Abb. 2) liegen, was ja auch zu erwarten war; in diesem Falle 
cheint das fließende Wasser überall den Wandungen der Nuten zu folgen, was jedoch 
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anscheinend nicht mehr ganz zutrifft, wenn man das Wasser in entgegengesetzter 
Richtung strömen läßt, denn die Abb. 6 läßt im Gebiete der Flechtströmung zwei Gesetze 
mit einer scharfen Trennung bei (» so) co 0,0035 erkennen; dieses findet wohl in dem 
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einerseits etwa möglichen Eintreten von Ablösungen des Wasserstromes von der Nuten- 
wandung beim Eintritt in die Spalterweiterung und in dem andererseits möglichen 
Verschwinden dieser Ablösungserscheinungen, was bei dem Erweiterungswinkel 8° 32 
(statt 3°26 zuvor) wohl denkbar ist, eine Erklärung. Im Gebiete der Bandströmung sind 
dagegen die Ergebnisse im Falle der Abb. 6 fast dieselben wie im Falle der Abb. 5. 


(Zu Abb. 7.) Der Erweiterungswinkel «= 3° 26’ ist hier bis an das Nutenende 
ununterbrochen weitergeführt. Im Gebiete der Bandströmung ist die Ausgleichslinie noch 
ein wenig tiefer heruntergegangen als in dem vorbetrachteten Falle (vergl. Abb. 5 und 6): 
im Gebiete der Flechtströmung liegt diese Linie etwas höher als diejenigen des glatten 
Stabes, weil die Drehung des in der Ecke am Nutenende befindlichen Totwassers Druck 
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‚Abb. 7 und 7a 


verlust bedingt. Läßt man das Wasser in entgegengesetzter Richtung fließen, so ändert 
sich anscheinend im Gebiete der Bandströmung nichts, weil sich dieselbe Aus- 
gleichsgerade wie in Abb. 7 ergab; im Gebiete der Flechtströmung gilt das Gesetz 
, = 0,00562 (vso)"”*, diese A-Werte sind indessen in dem untersuchten Bereiche (bis 
etwa vse = 0,007) nur wenig kleiner als diejenigen der Abb. 7. 


3. Zusammenfassung. Die einfache oder unverzahnte Labyrinthdichtung gegen 
Druckwasser bringt nur dann den erhofiten Erfolg stärkerer Druckabnahme für die 
Längeneinheit der Dichtungsstrecke, wenn in den engsten Spalten das Wasser in Flecht- 
strömung (turbulent) strömt. Da diese Strömungsart aber eine verhältnismäßig hohe 
Wassergeschwindigkeit bedingt, ist die durch die Labyrinthdichtung entweichende Wasser- 
menge nicht unbeträchtlich. Ein einfacher zylindrischer Stab (Kolben), welcher nur 
einen möglichst kleinen Spaltring freiläßt, hat die beste Dichtungswirkung, d.h. starken 
Druckabfall auf der Dichtungsstrecke bei geringstem Wasserverlust, weil sich alsdann das 
Wasser im Spalt nur in Bandströmung (laminar), also sehr langsam bewegen kann. 


Die Schaubilder Nr. 5, 6 und 7 (Nuten mit allmählichen Uebergängen) können als 
"orschungsergebnisse für die Kenntnis der Wirkung stetiger Einengungen oder Erweite- 
rungen von Wert sein. 285 
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Verdrehung eines Winkeleisens mit ausgerundeter innerer Ecke. - 
Von C. DASSEN in Mainz. 


ei der Verdrehung eines pıismatischen Stabes, dessen Längsachse mit der z-Achse 

des Koordinatensystems zusammenfällt, entstehen als einzige Spannungen die Schub- 

spannungen in den Ebenen senkrecht zur Stabachse: r,. und 7,., die sich durch 
eine Spannungsfunktion v folgendermaßen darstellen lassen: 


OVv re) 


v e 
7. = Go und 7? (7 © : i : ; ’ i (1)?) 
() m Ir 
(@ = Schubmodul, ® — Verdrehung des Stabes pro Längeneinheit). 
Nach den Grundgleichungen der Elastizitätstheorie muß » der Diiierentialgleichung 
v Vy 


2 re Dr Pr 


Or co) y“ 
genügen. Dazu kommt die Randbedingung 


Et ; : e f ; ; r 3), 


welche ausdrückt, daß bei spannungsfreiem Rande die Schubspannung am Rande tangential 
verlaufen muß. 
Um die Hilfsmittel der Potentialtheorie anwenden zu können, setzen wir 
ee \ y° 


u — u : | (+) 
y 


und erhalten für x» die Differentialgleichung 


2 u eo) uU 


und die Randbedingung EEE 


öw 


Die Integration der Difierentialgleichung (5) für die Randwerte (6) ist das mathe- 
matische Problem, auf das wir die Bestimmung der Verdrehungsfiestigkeit zurückgeführt 
haben. Aus der Lösung dieser Aufgabe erhalten wir nach Gl. 4) und (1) die Schub- 
spannungen. Der Zusammenhang zwischen dem Torsionsmoment und der Verdrehung 
pro Längeneinheit ® ist dann gegeben durch: 


M=2G o| v. de dy. 
Die Methode der konformen Abbildung vereinfacht das oben gestellte mathe- 
matische Problem in folgender Weise. Fassen wir & und y zu der komplexen Variabeln 
x +:y zusammen, und lassen wir jedem Punkte unseres Gebietes in der x, y-Ebene 
durch eine Gleichung S©=f(z) einen Punkt in der Ebene einer zweiten komplexen 
Variabeln {= 5-+2in entsprechen, so geht durch diese Transformation der gegebene 
(Juersehnitt in eine bestimmte Figur der Ü-Ebene über. Gelingt es uns, die Funktion / (z) 
so zu bestimmen, daß hierbei in der [-Ebene ein besonders einfacher Querschnitt heraus 
kommt (ein Kreis, ein Rechteck oder eine Halbebene), so ist die Integrationsaufgabe 
vereinfacht. NRechnet man nämlich die Diiterentialgleichung (5) auf die Koordinaten 

und , um, so erhält man dieselbe Differentialgleichung 

aLEer 2 


- + —=0 5 


(1) »* On“ 


auch in der Ü-Ebene, und die Randbedingung ergibt sich einfach dadurch, daß man an 
dem Rande der Figur in der [-Ebene diejenigen Randwerte für ı vorschreibt, welche 
an den entsprechenden Randpunkten des Querschnitts in der &,y-Ebene gegeben waren. 
Ks ist also die gleiche Randwertaufgabe zu lösen wie vorher, aber für einen ein- 
facheren (uerschnitt, für den die Lösung durch bekannte Reihenentwicklungen gewonnen 
werden kann. 


1. Stellung der Aufgabe für die vorliegende Arbeit. Die Bestimmung der 
Funktion © — f(z), welche einen gegebenen (uerschnitt in einen einfachen (in unserem 
Falle in ein Rechteck) überführt, ist im allgemeinen ebenso schwierig wie das ursprüng- 


') Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug der unter Leitune von Prof. Blumenthal und 
Trefftz angefertieten Aachener Dissertation des Verfassers. 
*) Siehe A. Föppl, Techn. Mechanik, Bd. 5, $ 29. 
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liche Integrationsproblem. Wir stellen uns deshalb in der vorliegenden Arbeit eine 
etwas einfachere Aufgabe, indem wir von vornherein solche @auerschnitte nehmen, die 
sich einem Winkeleisen möglichst gut anschließen, für die wir aber die Abbildung auf 
ein Rechteck der [-Ebene bereits kennen. Solche Querschnitte erhalten wir folgender- 
maßen. Wir gehen aus von dem Winkeleisen ohne innere Abrundung, dessen geradlinig 
begrenzte Schenkel sich nach rechts und nach oben ins Unendliche erstrecken. Sind 
jetzt w (ey) und (xy) die Stromfunktion und das Potential der wirbelfreien Strömung 
einer reibungslosen inkompressiblen Flüssigkeit, weiche durch den einen Schenkel 
zuströmt und durch den anderen abströmt, so sei die von uns benutzte Abbildung der 
»-Ebene auf die Ü-Ebene durch 

=g9-+iy, d.h S=g(,Yy), 1=W(x, y) 
segeben. Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor erreichen wir es, daß die 
äußeren Begrenzungsgeraden die Stromlinie ® = 0 sind, die inneren die Stromlinie  — 
Dann ist durch unsere Abbildung die Fläche des Winkels abgebildet auf den Streifen 
zwischen „= 0 und 7 —= 1 in der (-Ebene. 

Wir betrachten nun solche Querschnitte, die bei dieser Transformation in der 
--Ebene Rechtecke ergeben, und zwar solche, die in der -Ebene außen von der Strom- 
linie %—=0, innen durch eine der Stromlinien zwischen null und eins und rechts und 
links durch zwei Linien gleichen Potentials begrenzt sind. Der durchgeführten Rechnung 
sind für die inneren Begrenzungen die Stromlinien % = !/s; =; W — */, zugrunde 
zelegt, und die rechts und links abgrenzenden Potentiallinien so gewählt, daß das Ver- 
hältnis von Schenkelbreite zu Schenkellänge in den drei Fällen etwa 1:5 ist. 

Analytisch drückt sich der Zusammenhang zwischen der z2-Ebene und der Ü- Ebene 
ım einfachsten in Parameterform aus; ist Z eine Hilfsvariable, so wird‘) 


. 1 Z+1 ! ZH+1: 
-—-t+ıy=1l-+t+ In + In ee ee 
7r Z—-]1 rt Z—i 
und ; . l 1 + Z° 
=stiy= In - Be Ns Pre DE 
7 1 — Z° 


Durch diese Formel wird der erste Qıadrant der Z-Ebene einmal (8) auf das 
Winkeleisen und dann (9) auf den Streifen in der Ü-Ebene abgebildet. Die Figur zeigt 
stark ausgezogen) in der --Ebene die von Stromlinien und Potentiallinien begrenzten 
Winkelquerschnitte, in der Ü-Ebene die ihnen entsprechenden Rechtecke. 


2. Integration der Randwertaufgabe. Nachdem in der genannten Weise die 
Winkelquerschnitte auf die Rechteeke in der [-Ebene abgebildet sind, iibertragen wir 
lie vorgeschriebenen Randwerte v—=" " an die entsprechenden Randpunkte der 


+) 


') E. Trefftz, Ueber die Torsion prismatiseher Stäbe von polygonalem Querschnitt, Math. Annalen, 


_ 


:d. 82, 1920, S. 97. 


17° 





260 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 3 


Rechtecke und haben jetzt die Funktion zu suchen, die diese Werte am Rande der 
u u 


Rechtecke annimmt und der Gleichung = + : 0 genügt. 
D 


ON 


Die Methode der Reihenentwicklung, die diese Randwertaufgabe löst, ist bekannt, 
und läßt sich kurz so darstellen: 


Gegeben sei ein Rechteck, das begrenzt sei: unten von der $-Achse, oben von 
der Horizontalen 7 = b, rechts und links von den Geraden &— ta. Die vorgeschriebenen 
Randwerte seien: oben g,(£), unten g. (S), rechts g, (7), links gı (7). 

Wir bemerken dann zunächst, daß jedes Produkt der Form 
So)AScosAn SojASsinin SinAScosAn SinASsin!n GojAncosAS GSoiknsinA$... usw. 
die Diiierentialgleichung befriedigt, also auch jede konvergente Reihe aus solchen Pro- 
dukten. Betrachten wir speziell die Reihe: 

> (e, SinA,ncosA,&-+ ce, 


’ 


Sin A,'n sin A,'E) 
Zvr+-1in 


a & a; v TI j ö Pr ö 
und machen hier /, — „A so wird diese Reihe auf der unteren Seite und 


5) ’ 
“ [di A 
auf den beiden vertikalen Seiten des Rechtecks zu null. Wir bestimmen nun die 
Koeffizienten c, so, daß die Reihe auf der oberen Rechteckseite 7 —=b die dört vor- 
geschriebenen Randwerte g, (S) annimmt. Es muß also: 
PR x :. 2r+1inb Ir +1nE wer vıb , vn 
p(lSs)=<|e, Su cos re, vom sın 
2 a 2 a a a) 
sein, d. h. die gegebene Funktion g, ($) muß in eine Fourier-Reihe entwickelt werden, 
was in bekannter Weise für die Koeffizienten der Entwicklung die Bestimmung 


«a 
. 


ui Brei | e Ir - BE ; 

c, Sın ( ) = go(S) cos ds 
2 a @. ’ 
A 
+ da 

voath 


N rw | r 6 « > 5 
ec, Son g0 (S) sin ds 
dl 


a 
ergibt. 

Wir haben auf diese Weise eine Funktion gefunden, die an der einen Rechteck- 
seite die vorgegebenen Randwerte annimmt und an den anderen zu Null wird. Wieder- 
holen wir das Verfahren, indem wir die Seiten vertauschen, so erhalten wir vier Funktionen, 
deren jede auf einer Seite die Randwerte annimmt, auf den anderen zu Null wird; die 
Summe der vier Funktionen ist dann oiienbar die gesuchte Lösung. 

Im Prinzip ist mit dieser Reihenentwicklung das Problem erledigt; es empfiehlt 
sich aber zur Verbesserung der Konvergenz folgendes zu beachten. Erstens haben die 
vorgegebenen Randwerte, wenn man sie auf das Rechteck überträgt, im Punkte & —= 0 
eine Spitze derart, daß die Randwerte vom Nullpunkte aus nach rechts und links mit 


rY . 4 . . . ” .. ® . . .. 
der Neigung ansteigen. Um diese Singularität zu beseitigen, suchen wir zunächst 
7T 


eine einfache Funktion, die die gleiche Eigentümlichkeit hat. Es ist dies der Imaginärteil 


Y . y„ » 7T | ” [) - . 
der komplexen Funktion {£ t x In<\, der, in Polarkoordinaten <=0c08®o, 7= sin ® 


geschrieben: D— po ( - _ o) cos @ — oIne sin © 

ist Multiplizieren wir % mit einer geeigneten Konstanten c (und zwar c = 0,8106), so ist die 
Singularität von ce genau die gleiche wie die der vorgeschriebenen Randwerte. Wir 
ziehen also von der gesuchten Funktion zunächst cw ab — (wobei wir bemerken, daß c 
als Imaginärteil einer komplexen Funktion die Differentialgleichung (7) befriedigt) — 
so daß die Konvergenz der Reihen nicht mehr durch die Spitze im Nullpunkt beein- 
trächtigt wird. 

Zweitens ergeben die Reihen, welche wir aufgestellt haben, in jeder Ecke des 
Rechtecks den Wert Null; sind die vorgeschriebenen Randwerte nun in den Ecken nicht 
Null, so wird die Konvergenz der Reihen dort ungleichmäßig. Wir ziehen deshalb von 
der gesuchten Lösung außer der Funktion cw noch ein lineares Glied ab derart, daß 
für den durch die Reihen darzustellenden Teil der Lösung in den Ecken wirklich die 
Randwerte Null herauskommen. 
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Die endgültige Form der Lösung lautet also: 
uU=OHV-+cı +07 + u* NEE a et TE 
wo u* der durch die Reihen darzustellende Teil ist, für den wir unter Berücksichtigung 
der Symmetrieeigenschaften unserer besonderen Aufgabe den Ansatz machen: 
58, So di u = N Haie (> ) | Cof 2 2 1 np Sin “ 1 ji 


dessen Koeffizienten sich in der oben erwähnten Weise aus den Gleichungen 
b 


. 


:voara 2 ._ ven 
b B- , b 
() 
> (dd 
we BR 2r+1nE i 
U, = gu (S) cos ds 
OR 3 a 
- A 
(nz rrt mb an zr+imb - 7 \ 2v+1nRE „+ 
(Ks, 6 (] —+ Pv on — gu($) cos ds 
2 a 3 a a 2 a 


e/ 


Aa 


bestimmen, wobei die durch die Reihen darzustellenden Randwerte sich aus den ursprüng- 
lichen gegebenen, und den Randwerten der vorher abgetrennten Teile cew und cı + «37 zu 


g($) bezw. y(n) =uU-—-cWVW— cc —-0& 7 


errechnen. 
Nach der rechnerischen Auswertung der Koeffizienten lassen sich aus Gl. (10) 
2 2 
P} x + . [ [} 
die Werte « und aus v— ” — «u die Werte der Spannungsfunktion v» punktweise 


errrechnen, und damit sind ıür den Winkelquerschnitt die Kurven » = konst. gegeben. 

Die Größtwerte der Spannungsfunktion liegen in der Symmetrieachse der Winkel- 
querschnitte, und zwar sind diese (Größtwerte bei der Untersuchung Il: v= — 0,138, 
Il: v= — 0,207 und III: v = — 0,273. In der Nähe des Randes des Winkelquerschnittes 
und auf den Schenkeln in einiger Entfernung von der Ecke verlaufen die Kurven v = konst. 
nahezu parallel der Querschnittsbegrenzung. Am Rande der Querschnitte wird », wie 
verlangt, genügend genau gleich Null. 


) 9 
ö x’ + y“ : 
Die Komponenten der Schubspannung werden aus v— „ — u durch Diffe- 
rentiation nach & und 7 erhalten. Benötigt werden hierzu 
du Od)ucd> IUuonNn Ju Ou 0E OuUON 
== — +; und = Fi A 
O)x OS 0x On VO» Oy OS Oy on oOy 
Es bestimmen sich 
OE on JE On 
= --pyund  - -———=g 
!x Oy Oy Or 
aus der Beziehung 
“ o / rn‘ 
i ds ds dz “ /e — 1 
p+ig ==: 7 =-z=- 
dz dz dz sen 
* re) 177) Ou* z Ou Op Iur 
Nach Auswertung von p und qg werden —; und SE und damit „=e-,+ —; 
US OS O& O2 Os 
Oi Our a Ou Op [BETE, u ” 
und entsprechend und | und damit m6,—+ bestimmt. ‚Jetzt lassen sich 
VON on ( N on on 
Ou Ou r . 
” und ausrechnen; aus diesen ergeben sich weiter 
Ox ( Y 
Ov er (v ou 
== 0 — und ey 
IX Or Oy ® Iy 


Somit sind die Schubspannungskomponenten 


ov = )v 
To = — G0 | und 7,=+G®» 
( Y )r 


und schließlich auch die resultierende Schubspannung 


= Vo. +7. 
bestimmt. 
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3. Ergebnisse der Rechnung. Die bei den durchgeführten Untersuchungen sich 
ergebenden charakteristischen Spannungswerte sind nachstehend zusammengestellt. Unter 
Untersuchung IV sind die von Hrn. Trefftz für das Winkeleisen mit scharfer innerer 


licke (Schenkelbreite b= x bezw. — y — 1) errechneten Spannungen beigefügt. 
a) Spannungen an der Innenseite des Winkeleisenquerschnittes: 
In der Ecke (Max.-Wert): In der Mitte des Schenkels: 
l. Untersuchung: r,,—= — G ow 0,573, = - —Gw 0,444 
(= + Gm 0,578, R n G © 0,000 
7 G@ 0,810, 14 - Go» 0,444 
Il. Untersuchung: 7,,.—=— Go» 0,772, T, - — G@ 0,667 
u. =+Gmo 0,772, DE > G © 0,000 
— @F@ 1,092, ww m G © 0,667 
III. Untersuchung: 7,.—= Go® 1,214, = m — Go 0,889 
us =-+Q@G® 1,214, 7: == Go 0,000 
= G® 1,717, =. Go 0,889 
IV. Untersuchung: 7 = » = Gwl 
b) Spannungen an der Außenseite des Winkeleisenquerschnittes: 
In der Ecke: Max. Spannung: In der Mitte des Schenkels: 
I. Untersuchung: 7=(, r—Gw 0,696, — Go 0,444 
II. Untersuchung: 70, = (W@ 0,345, T—G0® 0,667 
III. Untersuchung: 7=0, =Gvw 0,981, = -G0 0,85) 
IV. Untersuchung: 7=0, =Gow 1,06, =Go | 


Die maximalen Spannungen liegen auf der Innenseite in der Ecke; von hier fallen 
sie rasch auf den Wert «ob. Auf der Außenseite steigen die Schubspannungen rasch 
von der Ecke, an der sie gleich Null sind, bis zum Höchstwert, der ungefähr im Abstand 
von '/s der Schenkellänge vom Nullpunkt entfernt liegt. Von dem Höchstwert fallen die 
Spannungen allmählich auf @ @b. 

Die Schubspannungen auf beiden Seiten des Winkeleisens nähern sich also dem 
gleichen Wert @wDdb, der ungefähr in Schenkelmitte erreicht wird. Die maximalen 
Spannungen auf der Innenseite wachsen mit zunehmender Krümmung verhältnismäßig 
stärker als die der Außenseite. Die maximalen Spannungen auf der Innenseite sind bei 
Untersuchung I um 16 vH, bei II um 29 vH, bei III um 75 vH und bei IV "mal größer 
als die größten Schubspannungen der Außenseite. 

Auf den Außenseiten nimmt der Unterschied zwischen der 
der mittleren Spannung in Schenkelmitte von I bis IV ab. 

In der einbiegenden Ecke ist bei den drei Untersuchungen I bis III die maximale 
Schubspannung nahezu doppelt so groß wie die Spannung in den Schenkelmitten. Erst 
bei Krümmungen, die zwischen der untersuchten III. gekrümmten (Querschnittsbegrenzung 
und der schariwinkligen Begrenzung IV liegen (d.h. bei Winkelquerschnitten, denen 
Rechtecke von den Breiten 7 = °/s bis „= 1 entsprechen), wächst die maximale Schub- 
spannung in der inneren Ecke mit zunehmender Krümmung von 2Gwb auf »'). 247 


größten Spannung und 


Das kritische Drillungsmoment von Wellen. 
Von R. GRAMMEL in Stuttgart. 


ine gerade, zylindrische Welle, die einen axialen Druck oder ein axiales Dreh- 
moment oder. beides zu übertragen hat, unterliegt der Gefahr, seitlich auszuknicken, 
sobald ihre freie Länge zwischen zwei Lagern unverhältnismäßig groß im Vergleich 
zu ihren Quermaßen ist. Fehlt das Drebmoment, so genügt zum Ausknicken eine Axial- 
kraft gleich der von Euler gefundenen Knicklast; fehlt die Axialkraft, so ist das Aus- 
knieken an ein Drehmoment gebunden, dessen Betrag A. Föppl?) für den Fall eines 


I) Verel. Trefftz, Ueber die Wirkung einer Abrundung in der inneren Ecke eines Winkel- 
eisens, diese Zeitschr., Bd. 2, 1922, S. 265 (Näherungsreehnung für kleine Abrundungshalbmesser). 

ı, A. Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. III, 1. Aufl. 1897, S. 364, oder Bd. V, 
t. Aufl. 1922, S. 207. Wenig bekannt ist, daß die Lösung auch schon A. G. Greenhill, Proceedings 
Institution of Mechanical Engineers 1883, S. 183, angegeben hat. 
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Querschnittes mit gleichen Hauptträgheitsmomenten ermittelt hat. Eine befriedigende 
Berechnung des kritischen Drehmomentes für beliebige Querschnitte (also beispielsweise 
für Wellen mit Längsnuten) und für nichtverschwindende Axialkraft (also beispielsweise 
für Propellerwellen) feblt bis jetzt. Ich erledige diese Aufgabe im folgenden vollständig, 
indem ich, die von Kirchhoff!) entdeckte, von Lord Kelvin?), W. Heß‘), H. Lorenz‘) 
weiter verfolgte und neuerdings von L. Föppl’) auf ihre durchsichtigste Gestalt gebrachte 
formale Analogie zwischen Kreisel und elastischer Linie benutzend, die bei der Lösung 
des entsprechenden Kreiselproblems bewährte Methode’) übertrage und so für den Zu- 
sammenhang zwischen Axialdruck und kritischem Drehmoment eine transzendente 
Gleichung aufstelle (3), auf deren Diskussion für die wesentlichsten Sonderfälle das prak- 
tische Schwergewicht der folgenden Untersuchungen ruht. Der erste Sonderfall betrifft 
die kreiszylindrische Welle (4), der zweite die Welle beliebigen Querschnittes ohne Axial- 
kraft (6 bis 8), der dritte die nahezu kreiszylindrische Welle mit Axialkraft (9). 


1. Die elastostatischen Grundlagen. Wir betrachten eine ursprünglich gerade, 
zylindrische, nur an ihren beiden Enden durch Kräfte und Momente belastete Welle, 
deren Quermaße im Vergleich zu ihrer Länge so klein sind, daß Beanspruchung und 
Kormänderung in jedem (@uerschnitt durch je einen einzigen Vektor darstellbar ist. 

Der Vektor DB der Beanspruchung ist die Resultante aus dem Biegungs- und dem 
)rillungsmoment. Trägt die Wellenachse (die neutrale Faser) einen gleichmäßigen Maß- 
stab f£, bezeichnet vö den Einheitsvektor, der im Sinne wachsender / tangential an die 
möglicherweise zu einer Raumkurve) verbogene Wellenachse gelegt ist und ' die 
belastende Kraft am Wellenende ?=/, so gilt die Gleichgewichtsbedingung 

aD Nu] = 
re - [Bor] ER a Br; y° 
Vom Einflusse des Eigengewichtes der Welle ist hierbei und weiterhin abgesehen. 

Um auch den Vektor u der Formänderung zu bilden, denke man sich in jedem 
(Juerschnitt mit der Abszisse ? die (vorläufig als unterscheidbar vorausgesetzten) Haupt- 
trägheitsachsen der Querschnittsfläiche für den Schnittpunkt des Querschnittes mit der 
neutralen Faser festgestellt; diese bilden zusammen mit der Tangente an die gebogene 
Wellenachse das rechtwinklige Hauptachsenkreuz. Die Biegungslinie werde senkrecht 
projiziert auf die beiden Hauptebenen, die je durch eine der Hauptträgheitsachsen und 
durch die Tangente gelegt werden können; die Krümmungen der Projektionskurven sollen 
ınit »p und q bezeichnet und, unter Beachtung einer bestimmten Vorzeichenregel, als 
Strecken je auf der zu ihrer Ebene senkrechten Hauptträgheitsachse abgetragen werden; 
ebenso sei die auf die Längeneinheit der Welle entfallende Drillung r durch eine Strecke 
auf der Tangente dargestellt. Alsdann soll unter ıı der Vektor mit den Komponenten 
p, q und r verstanden werden. 

Nun besagt das Elastizitäts-Gesetz, daß der Vektor u eine lineare Vektorfunktion 
des Vektors ® ist, derart nämlich, daß die mit drei Beiwerten «, ß, y multiplizierten 
Komponenten p, q, r den entsprechenden Komponenten von U gleich sind. Die Bei- 
werte « und bilden ein Maß für die Biegungssteifigkeit der Welle, während y ihre 
Drillungssteifigkeit mißt (vergl. dazu Gl. (19)). 

Den Vektoren v und ıı kommt eine kinematische Bedeutung zu: sie stellen den 
Fortschreit- und den Drehvektor der Bewegung des Hauptachsenkreuzes vor, wenn dessen 
Mittelpunkt gleichförmig mit der Geschwindigkeit Eins auf der Wellenachse wandert 
Beurteilt von diesem Achsenkreuz aus, haben die Vektoren $ und ® die Aenderungs- 
geschwindigkeiten MM (9) 

m 2  .. 
Bul+ == oder, falls man dabei noch auf (1) achtet’), 


B3=[Bu]l+ [Pr] . . . | EI (3). 


) @G. Kirchhoff, Journ. f. Math. 56 (1858), S. 285. 

*) W. Thomson und P. 6. Tait, Treatise on Natural Philosophy, Cambridge 1883, Vol, I, 
Part 2, Art. 609 ff. 

3) WW. Heß, Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1885, S. 52; Math. Ann. 23 (1884), S, 181 und 
25 (1885), 8.1. 

') H. Lorenz, Technische Elastizitätslehre, München und Berlin 1913, S. 662. 

>) L. Föppl, Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1922, S. 69. 

6), R. Grammel, Jahresber. d. Deutsch. Math -Ver. 29 (1920), S. 150. 

’) In dieser Form ist die GI. (3) schon von L. Föppl, a.a. 0.8. 74, benutzt worden 


und B — 
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2. Integration der Grundgleichungen. Die Endbelastungen der Welle sollen 
weiterhin durch zwei entgegengesetzt gleiche, in die ursprünglich gerade Wellenachse 
fallende Kraftschrauben (Wi, %) hervorgerufen sein, so daß also M das von der Welle 
übertragene Drehmoment und ® die von ihr aufzunehmende Axialkraft vorstellt. Der 
Vektor $ habe gegen das Hauptachsenkreuz die Richtungscosinus &, y, 2, und sein Be- 
trag P werde positiv gerechnet, wenn es sich um eine Druckkraft handelt. Sind alle 
axialen Vektoren nach der Rechtsschraubenregel definiert, und ist auch das Haupt- 
achsenkreuz als Rechtssystem numeriert, so lauten die Gl. (2) und (3), in ihm nach 
Komponenten zerlegt, 


C=yr —-2Qq, y-:p A ee (2a). z=x2g—yp. . (2b). 
pP— (B IE 2 ken yP, Bgq = (Y e. () rp+&xP. (3a). vr (« _— P)pgq . (3b). 


Dieses Gleichungssystem allgemein zu integrieren sind wir nicht imstande, es ist 
dies für den vorliegenden Zweck auch gar nicht erforderlich. Um nämlich die Stärke 
der Kraitschraube aufzuiinden, welche die gerade Welle zum Ausknicken bringt, genügt 
es, eine mit dieser Kraftschraube verträgliche Gleichgewichtslage aufzusuchen, die sich 
ihrer Form nach von der ursprünglich geraden, ungedrillten Welle nur beliebig wenig 
unterscheidet. Mit anderen Worten: um die kritischen Werte der Kraitschraube zu er- 
halten, darf man x, y, p und. g als verschwindend kleine Größen behandeln und ihre 
Produkte und Potenzen streichen. 

ann aber ist es nach (2b) gestattet, > —= 1 zu setzen, und nach (3b), die Drillung 
als unveränderlich längs der ganzen Welle anzunehmen, so daß für den Betrag M des 
Endmomentes WI a ne 





gilt. Die Integrale des Systems (2a) und (3a) aber lauten in dieser ersten Näherung, 

unter $ eine Summation über die zwei Zeiger @—=1,2 verstanden, 
x Sa; cos (Oil — T,), y= Sa,x; sin (oit = N) (5) 
p=$a; (r + 2,0) cos (et — 7), q= 9a; (+ “r) sin (ot — 7,) ) 3 

mit den sogleich zu bestimmenden »Frequenzen« 0, und @ und den vier Integrations- 

konstanten qaı, «a, 7ı, 73 sowie zwei Faktoren %, und %, für welche unter Zuhilfenahme 

der Abkürzungen 


A - 


P di ) r? P | y) r“ “+ BB —-% )* . . 
- y B — - : Ü u ! £ pe N i (6) 
2 p 2a 2a 


jede der Gl. 3a) je ein Wertepaar liefert, nämlich 


ran (24 0;°) 
Y,7= x ui = . 2 P (7) bezw. 4; == / za (? — 1; 2) 5 . . (8). 
a(2B 0,” Gi J 2a» 6 


Das Zusammenbestehen der Gl. (7) und (8) ergibt die Frequenzgleichung 
0! — 2(A+B+()o?+44AB=0 


% 


mit den Wurzeln 


} | 
012 = /2 (A — B- C) — 4 Bt V fe (A -B+ C) a“ } 2» ' i (9), 
welche wegen U > 0 offensichtlich nur reell oder rein imaginär, aber nicht komplex sein 
können; sie seien bis auf weiteres als reell vorausgesetzt. 

Um aus den Integralen (5) vollends die Gestalt der ausgeknickten Wellenachse zu 
ermitteln, denke man sich diese Kurve nebst dem längs ihr gleichförmig fortschreitenden 
Hauptachsenkreuz projiziert in Richtung der Achse der Kraftschraube (d.h. in Richtung 
der ursprünglichen Wellenachse vor der Knickung) auf eine dazu senkrechte Ebene. 
Dabei entsteht als Projektion der jeweiligen Hauptachsen ein (bis auf vernachlässigbare 
Größen genau) rechtwinkliges Achsenkreuz, das sich mit der Winkelgeschwindigkeit r 
gleichförmig dreht, und in dem die Projektion v des Vektors v die Komponenten x und y 
besitzt. In einem nicht mitrotierenden rechtwinkligen Achsenkreuz &, 7 sind diese Kom- 


ponenten V. = Tceosri ysinrt, DV, = xsinrt+ycosrt, 

Wie aber v die Geschwindigkeit vorstellt, mit der die Kurve der Wellenachse vom 
Mittelpunkte des Hauptachsenkreuzes durchlaufen wird, so bedeutet v’ die Geschwindig- 
keit, mit der dessen Projektion hierbei die Projektionskurve beschreitet; und folglich sind 
deren Koordinaten 


f f 


V„.dt - | sinrt+ycosrt)dt (10) 


u » 


Se R di= | (x cos rt ysinrt)dt, = | 
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berechenbar als Funktionen der Bogenlänge {, die ihrerseits wieder bis auf einen ver- 
nachlässigbaren Fehler mit der räumlichen Koordinate { der Biegungskurve übereinstimmt. 
Deren Anfang = 0 fällt in den Nullpunkt des 5n7{-Systems. 


3. Die kritische Kraftschraube. Die Integrale (5) sind den vier sogleich zu 
erklärenden Randbegindungen anzupassen 
eap=yYr%, Pgq=yry, für t— 0 a 5 AB 
I 


! 
[« cos rt — ysinrt) dt=0, [« sinrte+ycosrt)dt=0. . (12). 


Die beiden ersten Bedingungen drücken aus, daß am Anfang ?= 0 der Welle die 
Biegungsmomente «p und fg den Projektionen des Momentvektors Wi der Kraftschraube 
vergl. (4)] gleich sein müssen; dies bedeutet ja, daß die Welle im ersten Lager nicht 
als eingespannt gelten soll, eine Forderung, die in der vorausgesetzten Lage der Kraft- 
schraube schon enthalten ist und bei nicht außergewöhnlich langen Lagern stets als 
erfüllt angesehen werden darf. 


Die beiden Randbedingungen (12) besagen nach (10) lediglich, daß die ausgeknickte 
Kurve auch am anderen Wellenende {= ! durch die Mitte des dortigen Lagers hindurch- 
geht (womit dann an diesem Ende von selbst auch die (11) entsprechende Bedingung 
für das Biegungsmoment stimmen muß, während das Umgekehrte nicht notwendig wäre: 
es kann Wellenpunkte zwischen den Lagern geben, für welche die Gl. (11) bestehen, 
ohne daß diese Punkte auf der Geraden der ursprünglichen Wellenachse zu liegen brauchen). 


Setzt man die Integrale (5) in die Randbedingungen (11) und (12) ein, so nehmen 
diese die folgende Gestalt an: 


SEac 8%; —(, SKasinz—0, ) 





; 5 (13) 
SGacstr; +SH «sn, = 0, S K,a; cs; +$SLasiniz—=0\ 
mit den Beiwerten 
E=0x,0: +(@e—y)r, F=Beo+P —-y)ur .» .. ..(14), 
1 + Xi r y l %; “ \ 
Gm sin (; + r)i+ sin (0, — r)l, 
Ci +r er 
| 1 2 %“; f N | Ki 
H= l — cos(; + r)l| + 1 cos (0, — r) l| 
Bert u | r 
4 SO 
1 + %“; I | 1 Ki f 1} 
K= 1 — cos(e, +r)l\ - 1 — cos (,;, — r){j 
Oi 4 j1tr 0; — r 
i+ 4 _, , 1 % „. 
ER "sin (0; + r)1 + "sin (0; — r)l 
g+r | Gr 


Eine Ausknickung der Welle tritt also dann und nur dann ein, wenn die DDeterminante 
der Beiwerte verschwindet: 
FF E 0 0 
0 V F\ F 


== (0) 2 
Gı % H, AH; 
Ki, RK; Lı La 
Man bringt diese Determinantengleichung vermittels der Abkürzungen 
1l+% . I and .. l 
ER PT Pe D = "sin, —r ER 
Oo; +r > Oi — r > , 
auf die Form 
E, F'; (‚Sy ? a D;‘) + E, F' (S, .— D, n) 
Y Y Y Y I 
= (Eı Fa+ Ey Fı) ($1ı S3 — Dı D,) cos (01 — 02) 
En y v \ Y v I \ 
+ (Eı Fa — Ey, Fı) ($ı Dy — Sr Dı) cos (0ı + 0») : (18). 


Dies ist die gesuchte Gleichung für r. Ihre kleinste positive, für P=0 von Null 
verschiedenbleibende Wurzel liefert, gemäß (4) mit y multipliziert, das praktisch allein 
bedeutungsvolle kleinste der kritischen Momente M in seiner Abhängigkeit vom Axial- 
druck P, von der Wellenlänge ! und von den Steifirkeitszahlen « % y, für die man in 
den gewöhnlichen Bezeichnungen mit dem Elastizitätsmodul #, dem Schubmodul G, den 
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axialen Flächenträgheitsmomenten Jı und J, und dem Drillungswiderstande Ju zu 
schreiben hat 

“=KE Jı r D _— E Js R ‚> (r Jo . . . . (19). 
Die weiteren Wurzeln r der transzendenten Gl. (18) erzeugen natürlich die kritischen 
Momente höherer Ordnung; diese werden fortan nicht mehr beachtet. 


4. Wellen mit gleichen Biegungssteifigkeiten. Sind im besonderen die Bie- 
gungssteifigkeiten @ und 5 (also im wesentlichen die @Querschnitts-Trägcheitsmomente) der 
Welle gleich, so hat man gemäß ()) und (6) die reellen Frequenzen 


2 7 


EN EEE A TE A Se 
3a ta“ et 
und demnach kommt statt (7) oder (S) 
ET ET ee VRR N ee 5: ° 
Aus der Determinantengleichung (16) aber entsteht wegen 
Eı = F\ a (0: r). F=—-K,=eael(p —r) . . .:(22) 
die folgende Gleichung 
(Ei G3 Ey Gı) (Eı L; Is Lı E, H, — E,Hh) (EıK2 — Ekı), 
wofür man zufolge (15) und (2!) einfach erhält 
sin(s — a) —=0 (23). 


Dies führt dann nach (20) auf die Bedinrunge 
’ Im] 


[w) 
y4 j* p 4 
2 - 
t a? & ” 


für den kleinsten positiven, für P=0 von Null verschiedenen Wert von r, und mithin 
ist das kritische Moment M bestimmt durch 


a 2nra\- 
M? 1aP=( a3 A De ae . (24), 
= 
ein Ergebnis, das — auf anderem Wege schon vou 
F A. G. Greenhill!) gefunden die Grundlage für die Er 


ledigeung des allgemeinen Falles « + P bilden wird (9). 

In einem Üartesischen Achsenkreuz (M, P) wird der 
Zusammenhang zwischen dem kritischen Moment und der 
Axialkraft durch eine nur von Biegungssteifigkeit « und 
Wellenlänge /! abhängige Parabel (Abb. ı) dargestellt; diese 
muß natürlich die P-Achse bei der Eulerschen Knicklast 


” 





) we (9+ ' 
A - Te 
m | 2 
und die M-Achse bei dem A. Föpplschen Knickmoment 
2n 
er er 
Abb. 1 l 


schneiden. Ein Ausknicken der Welle ist nicht zu befürchten 
für diejenigen Belastungen P und M, denen Punkte auf der hohlen Seite der Parabel 
entsprechen 
Um schließlich die Form der ausgeknickten Wellenachse zu berechnen, beachtet 
man, daß die Gl. (13) im Hinblick auf (21) bis (23) befriedigt werden, wenn man setzt 
dı C0S 7Tı : da COS 7» : dı SINn 7, : @ Sin 7% 
(0 —r)ce89:— (a —r)co89:(0 —r)sinpg:— (0a —r)sing. 
Man findet dann gemäß (10) nach kurzer Zwischenrechnung, bei der auf (20) Rücksicht 
zu nehmen ist, 
w Mt a . M 
s = 1AcC0$ (' Kr zu g) "sın : „=asın ( 
2a l 2 ( 
Hier ist a die unbestimmt bleibende größte Ausknickung und Y eine nebensächliche 
Konstante 


t Be z 
. p)- sin nn EEE 
l 


Ih, A.G. Greenhill. a.a.0. 8. 203. Finen linearen Zusammenhang zwischen P und V tindet 
l.. Föppl, a.a. ©, 8. 90, für andere, technisch allerdings nicht leicht verwirklichbare Grenzbedingungen. 
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Es bestätigt sich, daß die Wellenachse im Falle der Eulerschen Knicklast, also 
mit M= 0, zu einer ebenen Sinuskurve, im Falle des A. Föpplischen Knickmomentes, 

8 tt u ” 7 
also mit ;, zu einer Schraubenlinie verzerrt ist. 
3a 
Im Falle des Zusammenwirkens von Axialkraft und Dreh 
moment ist die durch (27) dargestellte Projektion der 
Biegungslinie auf die Normalebene der Kraitschraube ein 
Spitzenoval (Abb. 2) mit dem Spitzenwinkel 


" ATI 
ae 2a . 





welcher zwischen 0 (Eulerscher Grenzfall) und z 
A. Föpplscher Grenzfall) eingeschlossen ist. Man kann Abb. 2 
sich die räumliche Gestalt der Wellenachse leicht vorstellen. 


5. Die Größenverhälinisse der Biegungs- und Drillungssteifigkeiten. Vor 
der Weiterbehandlung der allgemeinen Gl. (18) für Wellen mit ungleichen Biegungs- 
steifigkeiten ist es erforderlich, ein Urteil über die relative Größe der Zahlen «, 3 und y 
zu gewinnen. Wenn man zu diesem Zwecke diejenigen Ergebnisse zusammenfaßt, die 
an den bis jetzt überhaupt untersuchten .Querschnitten festgestellt worden sind, so scheinen 
iolgende Gesetze allgemein zu gelten, bei denen jedesmal « die nicht kleinere der beiden 
Jahlen & und / sein soll: 


a) Für nichtschlanke Querschnitte ist 
2#>Y. 
b) Für mittelschlanke Querschnitte ist 
a >p=Y 
Beispiel: Ellipsen vom Achsenverhältnis 


a “+ 1 

aa u— |] | 
wo 4 die Poissonsche Konstante bedeutet; ebenso Rechtecke von ungefähr dem Seiten- 
verhältnis - (3u+3 


c) Für schlanke Querschnitte ist 
ar u Be 
d) Für sehr schlanke Querschnitte ist 
a > '>F#, 
d.h. es gehen 5 und y bei endlich bleibendem « von gleicher Größenordnung gegen Null. 
e) Für kreuzförmige Querschnitte aus sehr schmalen Rechtecken ist | 
«Zzh>}r, | | 
h. es geht y bei endlich bleibendem « und 5 gegen Null. 
f) Für alle Querschnitte ist 
“+P>r 
und sogar sa >T, 


6. Wellen mit nichtschlankem Querschnitt ohne Axialkraft. Nunmehr soll 
eine zylindrische Welle vorgelegt sein, die zwar keine Axialkrait zu tragen hat, deren 
Querschnitt dafür aber beliebig sein kann. Es handelt sich also um die Erweiterung der 
\. Föpplschen Formel für das Knickmoment auf den Fall, daß « und 5 verschieden sind. 

Man findet mit P=0 aus (9) und (6) 


/: x Y) (7 ar 

» OR ee . / / ‚ / JO) 
Er 33 0% —=17 \ 2 na 6 (29) 
a 9 


Die Voraussetzung, daß 0, und 23 reell seien, ist sicher erfüllt, wenn man sich bis auf 
weiteres auf nichtschlanke @uerschnitte mit der Bedingung 
ee SR a : |} 


beschränkt. Da alsdann gemäß (7) oder ($) 


EEE 
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wird, so erhält man jetzt 


E, _—— fFi=— ’r; Fa = "a 
und die Determinantengleichung (16) zerspaltet sich in das Gleichungspaar 
Ng = + Ds r 
Hierfür kann 
Abkürzungen Be T yange‘ 4 
m = V : r U) Zu - 
a2 2a 
auch schreiben mrl rl rl 
tg =uig,; g_=uwtig 
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man zufolge (17) und (31) nach einiger Umformung und mit den zwei 


Von diesen beiden Gleichungen ist jeweils diejenige zu benutzen, die die kleinste 


positive, von Null verschiedene Wurzel r liefert. 
Um die Lösungen bequem überblicken zu können, 


ist 


in Abb. 3 


die Schar der 


Kurven (34) mit r!/2 als Abszisse, w als Ordinate und m als Parameter der einzelnen 


zv I 


77 
Ä 





05 











Abb. 3 
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Individuen der Schar dargestellt. Die Kurvenzweige sind 
nur soweit gezeichnet, als dies zur Auffindung des kleinsten 
positiven Wertes r nötig ist; dabei war im Abszissen- 
bereich von 0 bis z die erste @]. (34) zu benutzen, im 
Bereich von 7 bis °/s z die zweite, im Bereich von °/, z 
bis z wieder die erste und so abwechslungsweise weiter. 
Außerdem genügte es, die Kurven für solche Ordinaten w 
zu entwerien, die zwischen —1 und +1 liegen, da durch 


Reziproknehmen‘,von ww die beiden Gl. (54) wechselseitig ineinander übergehen. Ist also w 
als positiver oder negativer unechter Bruch gegeben, so nimmt man sofort seinen rezi- 


proken 


meter m gilt. 


Wert. 


Jede Kurve der Schar trifft auf der w-Achse mit einer Ordinate ein, welche ihr 
eigener Parameter m ist, so daß die Skala der w-Achse zugleich als Skala der Para- 


Die Kurve schneidet ferner die Gerade :© — 1 bei der Abszisse 


e 6) 


) IT 
u | 1l— m 


so daß an einer daselbst entsprechend angebrachten Skala der Parameter m ebenfalls 
abzulesen ist. 
Die Benutzung des Kurvenbildes geschieht in der Weise, daß die zu dem gegebenen 
Parameter »n gehörende Kurve herausgegriffen und auf ihr die zur Ordinate w oder 1/w 


gehörende Abszisse r//2 aufgesucht wird. 


Das Knickmoment ist dann M, =yr. 


Beachtet man die in Sf) ausgesprochenen Ungleichungen, so folgt, daß stets 


uvem 
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und «© > 0, außerdem 
w a2 A —y a(2D 
m (3 —y) (2a y a(28—y) “+3—y) 


und ebenso vum < 1 


ist. Daraus geht hervor, daß für alle Querschnit'e von den Kurvenstücken der Abb. 3 
nur diejenigen in Betracht kommen, deren AÄbszissen r//2 mindestens gleich z sind. 


Mithin ist allgemein guy 
M= er 


Dies besagt, daß das Knickmoment einer nichtschlanken Welle ohne Axialkrait immer 
mindestens gleich demjenigen Drehmoment ist, durch welches die Welle um einen vollen 
Winkel verdrillt wird '). 

Die Ordinate «= 1 entspricht dem von A. Föpp]l erledigten Falle «= P. Gehört 
der Parameter »n der Zahlenreihe 


2 
.— (n= 2, 3, 4,...) 


2 


an, so ist die Kurve eine Parallele zur w-Achse und mithin nach (35) 


RE SEE 2 AN a. DE. 
I 1l—m l fü y) (8—y) 
| ar 
Für alle anderen Parameter m ist Mn, kleiner, als diese Formel angibt, welche immerhin 
auch dann noch wenigstens eine Näherung von um so größerer Genauigkeit darstellt, je 
weniger «@ und 5 verschieden sind. Man wird von dieser Näherung unbedenklich bei 
kreiszylindrischen Wellen mit Längsnuten Gebrauch machen. 
Es sei nur noch angemerkt, daß für kreuzförmige (Querschnitte aus unbeschränkt 


schmalen Rechtecken gen inap (37) 
I(a+B) 
wird, wie gemäß 5e) aus (36) beim Grenzübergang zu 7-> 6 folgt. (Man beachte, daß 
mit 7=0 nach (33) w—=1 und also Gl. (36) zuständig ist.) Freilich wird bei solchen 
Querschnitten das Knickmoment tatsächlich kaum erreichbar sein, da die Welle schon 
vorher infolge ihrer geringen Drillungsfestigkeit längst abgewürgt wäre. 
Die Gestalt der ausgeknickten Wellenachse entsteht aus einer Schraubenlinie von 
einer vollen Ganghöhe durch eine Deformation, die um so stärker ist, je mehr sich « 
von ß entfernt. Wir verzichten darauf, die Formeln hierfür explizit anzuschreiben. 


7. Wellen mit mittelschlankem Querschnitt ohne Axialkraft. Unter mittel- 
schlank war in 5b) ein Querschnitt verstanden, bei welchem $ —y ist. Für einen solchen 
geht der Parameter m gegen Null, während :© nach unendlich rückt. Hiernach liefert 
die erste Gl. (34) sofort a 


2 


— N SE at ee rt 


> 


,) 


die zweite führt, rechter Hand nach Potenzen der gegen Null laufenden Größe u — 


entwickelt, für u > 0 auf die Bestimmungsgleichung 


rl @a—y rl 


BER IE De 


2a y2 
für r. 

Wenn die in 5 vermuteten Gesetzmäßigkeiten allgemein gültig sind, so liegt wegen 
«>y und 2«>y die kleinste positive, von Null verschiedene Wurzel der Gl. (39) stets 
höher als der Wert (38); und so wird man für die mittelschlanken (uerschnitte das 


Knickmoment allgemein zu y 
no = 


> 


2 y KL 28 (40) 
! 
angeben dürfen. Dies besagt: 

Eine Welle, deren Drillungssteifigkeit gleich der kleineren ihrer 
beiden Biegungssteifigkeiten ist, besitzt ohne Axialkraft das gleiche Knick- 
moment wie eine Welle, deren beide Biegungssteifigkeiten gleich jener 


kleineren sind. 


I) Dieses Ergebnis hat für den Sonderfall «—= 3 sehon A. Föppl, Vorl., Bd. 5, S. 207, aus- 
zesprochen. 
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Für die mittelschlanken (uerschnitte darf also das Knickmoment einfach nach der 
"öppischen Formel aus der kleineren Biegungssteifigkeit berechnet werden. 


Die Gestalt der ausgeknickten Wellenachse läßt sich leicht feststellen. Man geht 
am zweckmäßigsten auf die Differentialgleichungen (2a) und (3a) selbst zurück. Ihre 


alleemeinen Integrale lauten für den Fall $=y mit P=0 
a a—ß ur: j 
IC dar + ag cosrt +assinrt, Y=@r aı rt—+a3 cosrt — &Sinrt 
2; 
fr} .) “ A pP os) 
p=—-ar”, g=ur'— aı r’t. 
a (X 


Die Randbedingungen (11) verlangen, daß a = «a3 —=0 ist, die Randbedingungen (12) in 
Verbindung mit (38), daß auch a = sei. Dann aber wird gemäß (10) 


= (eoosrt — I), = uMarl . .» .:. 0% t1); 


dies bedeutet eine Schraubenlinie mit einer vollen Ganghöhe. Und zwar ist, wie man 
aus der ersten Gl. (3a) schließen kann, die Welle außer ihrer Verdrillung allenthalben 
nur um die Achse der kleineren Biegungssteifigkeit jedes (Juerschnittes verbogen. 


8. Wellen mit schlankem Querschnitt ohne Axialkraft. Es bleibt jetzt noch 
der Fall zu erledigen, daß y zwischen «@ und ? liegt, wie es nach Sc) bei schlanken 
(Juerschnitten vorkommen kann. Hier ist nun die Frequenz 0, (29) imaginär geworden, 
und dies hat offensichtlich zur Folge, daß die nur für kleine Auskniekungen gültigen 
Integrale (5) nicht mehr die ersten Glieder einer sicher konvergenten Entwicklung bilden. 
Mit anderen Worten: der in ihnen enthaltene Fehler braucht mit verschwindender Aus- 
lenkung nicht mehr ebenfalls gegen Null zu gehen; die Brauchbarkeit der Lösung ist, 
wie alsbald noch abzuschätzen sein wird, begrenzt. Die früheren Integrale dürfen nur 
unter diesem ausdrücklichen Vorbehalt übernommen werden, und zwar die der reellen 
"requenz 0, =r (28) entsprechenden Partikulärintegrale, nach wie vor eine konvergente 
Kntwieklung einleitend, unverändert, wogegen es zwecklos wäre, von den zur imaginären 
"reuuenz 053 gehörenden Partikulärintegralen mehr als die Anfangsglieder ihrer Entwick- 
lungen nach f bezw. ! zu verwenden. Setzt man also an Stelle von (33) 


Ir .ıa/la—y) v—P 1 .283—yı/a a-—y 
m — ım 2 l a j Ww — u = ! ) | a REN 
A 2 2 [44 j; B Y ß 
wo m’ und ww nun reell sind, so hat man statt (34), indem man die m’-Glieder nach 
Potenzen von »!m/?2 entwickelt und sofort nach dem ersten Gliede abbricht, 


ri m ri 2 a —) y-ßB rl vi ‚rI| Heap] 


- — d to = , wi : - (43) 
8 2 w 2 2d—-y a Ya . u, 2 2a—)} 7 2 a7 
Ist das Gesetz 5) richtig, so hat die erste dieser beiden Gleichungen stets die 
kleinere positive von Null verschiedene Wurzel r. Diese Wurzel ist leicht zu finden 
(Abb. 4) und liegt in dem Bereich 


7 | 
1% En, TT 2 rn 
7 a r u 
"an 
N Er ! 8? 


so daß das Knickmoment M, dem folgenden 
Intervall angehören muß 





Ve RT — <M = - Be 3 
| Das — Zeichen gilt nur für den bereits erledigten 
Fall =}. 


Allerdings kann das auf diese Weise er- 
mittelte Knickmoment M, nur dann Anspruch 
auf merkliche Genanigkeit erheben, wenn die 
ıröße r/!m'/2 ein kleiner Bruch ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn der 
gefundene Wert Mn, sich als klein gegen 2 y/lm' erweist. Dies ist nach (44) sicher der 
Fall, solange »n ein hinreichend kleiner Bruch bleibt. 


Abb. 4 


letzteres ist insbesondere verbürgt, wenn sich 5 nur sehr wenig von 7 unter- 
scheidet. Alsdann wird man die erste G]. (43) angenähert in der Form schreiben dürfen 


1 2 a-yy-ßrı 


7 I ei 


2 23 — um 2 
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RE i ä 1 

r (was natürlich bedeutet, daß man die tg-Kurve in der Umgebung des Punktes — — 7 

durch ihre Tangente ersetzt), und damit kommt 
t 

ıra(2 B—y) 
a M, = euch „ber | (45). 
l a+pß—y 
Was die Gestalt der ausgeknickten Wellenachse betrifft, so stellt man zunächst jest, 
daß die Gl. (13) wegen (32) und (16) durch die Verhältniskette 
aı 608 7, :dı SI, COS YaH:mRSINa—=0:0:FHr: G3 

befriedigt werden. Demnach läßt sich die Projektion der ausgeknickten Wellenachse auf 

\ die Normalebene der unverbogenen Wellenachse darstellen durch 
S=-H %(lt)— So A: (), = MH; k; (t) — Gr L: (t), 

falls man überall eine belanglose multiplikative Konstante fortläßt und unter @; (f) usw. 

diejenigen Funktionen versteht, die aus den Konstanten G, usw. (15) dadurch hervorgehen, 
R daß man dort die Wellenlänge ! durch die Bogenlänge / ersetzt. Rechnet man diese 
Funktionen aus und behält bei den Ausdrücken mit der Frequenz 0, wieder nur das 

erste Glied ihrer Entwicklungen nach Potenzen von £ bei, so erhält man schließlich ein 

Glei r ? 
leichungspaar von der Form 
S=acos(rt— g)+bteos(rt — w) — acosq | (46) 
| n=asin (rt—y)+btsin(rt—w) +asing ) 
} 

wo die Konstanten a, 5b, 9, w leicht auszurechnen wären. Die Projektionskurve entsteht 
: durch Ueberlagerung eines Kreises und einer archimedischen Spirale, welche beide so 
durchlaufen werden, daß ihre vom Mittelpunkt bezw. vom Pol aus gezogenen Fahrstrahlen 
sich gleiehförmig drehen. Das Aussehen der so entstehenden Kurve, um deren geo- 
metrische Untersuchung es sich hier nicht handeln kann, ist stets im wesentlichen vom 
Charakter der Abb. 2. 


9. Nahezu kreiszylindrische Wellen mit Axialkraft. Ist eine Welle von 
ungleichen Biegungssteifigkeiten durch eine Axialkraft belastet, so muß man zur Berech- 
nung des kritischen Momentes auf die transzendente Gl. (18) zurückgreifen, deren Auf- 
'ösung im allgemeinen Falle rechnerisch recht umständlich ist. Glücklicherweise ist bei 
den in der technischen Praxis benutzten Wellen, soweit diese nicht überhaupt kreis- 

zylindrisch und also schon durch 4 erledigt sind, die Abweichung von der kreiszylin- 
drischen Symmetrie meistens nur durch verhältnismäßig kleine Längsnuten verursacht, 
so daß sich die Zahlen « und 5 bloß um geringe Beträge unterscheiden. Denkt man 
sich dann den Zusammenhang zwischen den kritischen Werten von P und J/ in der Art 
der Abb. 1 veranschaulicht, so wird eine Kurve entstehen, die sich sicherlich um so weniger 


von der für den Fall«—P gültigen Parabel (24) entfernt, je kleiner das Verhältnis 
| wi «—ß 
a +ß | 
ausfällt. Und zwar muß die Kurve die P-Achse bei der Ordinate 
u n? 8 
| en, 


d.h. in der Eulerschen Knicklast wagerecht schneiden und auf der M-Achse mit einer 
Abszisse M, eintreffen, die durch die Untersuchungen von 6 bis 8 gefunden ist (da « 


nahe bei £ liegen soll, so kommt hauptsächlich 6 in Betracht), Man kann die Kurve 
| also in erster Näherung durch die Parabel 
M* P 
- — | le er 47 
Mo* e; Po ) 


ersetzen. Der Fehler ist hierbei, wie die Entwicklung der genauen Lösung nach 
Potenzen von & zeigt, im wesentlichen nur von der Größenordnung &”. 


Bei Wellen ohne Axialdruck liegt übrigens das Knickmoment M, für gewöhnlich 
über dem zulässigen Drillungsmoment und kann also in der Technik kaum gefährlich 
werden; treten jedoch bedeutende Axiallasten hinzu, wie bei Propellerwellen, so kann 
ein Urteil über die Sicherheit der Welle nur gewonnen werden durch Berechnung auch 
des kritischen Momentes, wie sie nunmehr auf Grund der Formel (47) für alle praktischen 
Fälle leicht durchführbar ist. 266 
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Allgemeine Theorie der Knickung des geraden Stabes. 


Von E. TREFFTZ in Dresden. 


lagerten, durch irgendwelche querwirkenden Biegungs- und längswirkenden Knickungs- 

kräfte beanspruchten geraden Stabes, indem ich die mathematische Formulierung des 
Problems in Gestalt einer Integralgleichung gebe und mit Hilfe bekannter Sätze aus der 
Theorie der Integralgleichungen die Hauptsätze über die Knickung ableite!). Insbesondere 
erhalte ich den wichtigsten Satz, daß nämlich die sämtlichen Knickwerte, d. h. die Eigen- 
werte der Integralgleichung, reell sind, mit Hilfe einer besonderen Darstellung der Einfluß- 
funktion KA (s,t) (Durchbiegung des Stabes an der Stelle s infolge einer Biegungskraft | 
an der Stelle ?); diese Darstellung habe ich kürzlich bei der Untersuchung der Integral- 
eleichung der Balkenschwingungen gefunden. 


T' der vorliegenden Arbeit behandle ich das Problem der Knickung eines beliebig ge- 


1. Formulierung des Problems. Es sei m (s) das irgendwie erzeugte Biegungs- 
moment an einer Stelle s des Stabes. Wollen wir dann die durch die Momente m (s) 
hervorgerufene Deformation ermitteln, so können wir das in der Weise tun, daß wir den 
Stab einer reinen Biegungsbelastung ausgesetzt denken, die pro Längeneinheit die Größe 


A? [77 
Urs) == . . . j . » (1) 
/ ds? 
hat. Denn (1) stellt die allgemeingültige Beziehung zwischen Belastung und Moment 


dar. Ist dann A(s,?) die Durchbiegung an der Stelle s, die durch eine Kraft 1 an der 
Stelle £ hervorgerufen wird, so erhalten wir nach dem Superpositionsgesetz bei der Be- 
lastung g(s) pro Längeneinheit die Durchbiegung 


7 


y()= IK Dg(Wdt ee td aa 
Ö 
oder in den Momenten ausgedrückt 
vy(s)= BILDETE -. 42 een 
Ö 
Durch partielle Integration ergibt sich hieraus 
y(s)= en HIIRE... 32.24 1 an SE 


v 

Das nur von den Grenzen abhängige Glied des Integrals fällt nämlich weg, denn 
für die Enden des Balkens ist entweder bei gelagertem Ende X (s,t)= 0 oder bei frei 
kragendem Ende m’ (t)=0. Die Formel gilt auch für einen Balken auf mehreren 
Stützen, denn auch die von Stützen herrührenden Teile des genannten Gliedes fallen 
weg, weil für diese Punkte jedenfalls die Durchbiegung X (s,t) = 0 ist. Durch Diiteren- 
tiation der Gleichung (4) nach s erhalten wir 

2 
y (s) — TER m (Tat fl : i : ; (5). 


E Is c)H 
0 
Diese Form legen wir den weiteren Betrachtungen zugrunde. 

Wir betrachten nun irgendeine Belastung des Stabes, durch Biegungskräfte, welche 
das gewöhnliche Biegungsmoment u (s) hervorrufen und durch Längskräfte, die in der 
Größe p(s) pro Längeneinheit in der Längsrichtung angreifen, und die wir positiv 
rechnen wollen, wenn sie von rechts nach links wirken. Die letzteren ergeben ein 


I), Vergl. verwandte Betrachtungen (die sich aber auf das Problem der rotierenden Welle be- 
ziehen), insbesondere den Hinweis auf die Bedeutung des Vianelloschen Verfahrens bei R. v. Mises. 
Monatssehr. f, Math. u. Phvsik, 1911. 22, S. 35. 
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Li 


Moment Iy(s) —y(rip(r)dr+e(l— s)'. Das gesamte Moment der Biegungs- und 


Kniekungskräfte wird also 


s 


m (s) = u(s) + |1y (0 y(dip()dr+cili—s (6). 


Wir differentieren 
m s) —— u IN) -+ Y { s) P (x) —f, 
/ 


indem wir die rechts der Stelle s angreifenden Liängskräfte Irina: durch Ps) be- 


w 


zeichnen und setzen in (5) ein: 


"AK , Kst 1 
U = | ut) dt + Pil)y (t)dE. ; - \ 
‚ ‚ og (9 ERTurEE, 


() ( 


nn | 


Bezeichnen wir mit ,;(s) die Durchbiegungen, die durch die Biegungskräfte allein 
bei fehlenden Längskräften erzeugt wurden, so ist das erste Integral einiach ,, (s). Es 
wird also 


J 
s 


' OKed),, 
y Is) ı \s) + s P(t U ft) dt (5) 


urzEE, 


Dies ist die Integralgleichung für die Durchbiegungen in der für die analvtische 
behandlung geeignetsten Form. Um die Durchbiegungen in ihrer Abhängigkeit von der 
(Größe der Knickkräfte zu untersuchen, multiplizieren wir dieselben noch mit einem 
Faktor A und erhalten dann die Integralgleichung 


N N j \ 2 ? KR u. ’ 
Y (s) — 7 (s) 4 "| x Pit)y t)ı dt 9) 
CR (IE 


0 


Wir wissen aus der Theorie der Integralgleichungen, daß diese Gleichung Lösungen 
hat für alle Werte von 4, mit Ausnahme der sogenannten Eigenwerte /ı, 4 Be 4 . 
welche die homogene Gleichung 


(O2? K st 
| Pi TR er. -, 10) 


eo) (1f 


0") 


l,ösungen hat. Die Eigenwerte sind also die Faktoren, mit denen wir die gegebenen 
Knickkräfte multiplizieren miissen, um bei Abwesenheit von Biegungskräften außer der 
geraden Linie noch ausgebogene Gleichgewichtslagen des Stabes zu erhalten. Nähert 
sich A einem der Eigenwerte, so werden die l.ösungen der Integralgleichung (9) unendlich. 
Von Wichtigkeit ist in erster Linie der kleinste Eigenwert, da die aus (9) ermittelten 
Biegungslinien nur dann stabile Gleichgewichtslagen sind, wenn A unterlialb des kleinsten 
Kigenwertes liegt. Den kleinsten Eigenwert bezeichnen wir deshalb auch als die »Knick- 
sicherheit« des Stabes, denn er gibt an, welchen Bruchteil der Knicklast das gegebene 
\,astsystem bildet. Wir beweisen im folgenden zunächst den Satz, daß die Knickwerte 
jedenialls stets reell sind. 


2. Beweis der Realität der Eigenwerte. Um die Realität der Eigenwerte der 


integralgleichung (9) zu beweisen, wollen wir zunächst für die im Kern enthaltene 


= U. T 


Kintiußfunktion eine Integraldarstellung geben, die sofort die wesentliche Eigen 


soft 


!) Das lineare Glied e(l—s) tritt dann auf, wenn hei unsyinmetrischen Bierungslinien die 
kniekenden Kräfte unter sieh nieht Im Gleichgewicht sind, sondern ein Moment ergeben. das von den 


Auflaecern aufgenommen wird. In Gleiehune ‘7) fällt dieses Glied wieder fort. 


IS 


y 
u 
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schaft dieser Funktion in Erscheinung treten läßt, nämlich daß sie »vom positiven 
Typus ist«; das bedeutet, daß für jede reelle Funktion g(s) das Doppelintegral 


"V2K 8,1 s 
| gs) g(t) ds dt 0 18t. 


O8(Uf 
U 
Bezeichnen wir mit @(s,2) und M(s,t) die Querkraft und das Moment, welches 
eine an der Stelle ? wirkende Kraft 1 bei s hervorbringt, so ist: 
OM (s,1t VERS, t M (s, i 
— 7 —Q(st) und a EHEN, % {11 
(8 ; () g*” EJ\(® 
Die Querkraft Q(s,?) ist in jedem unbelasteten Felde des eventuell mehrfach gestützten 
Balkens konstant, in dem belasteten Felde stückweise konstant, derart, daß sie bei s—f 


einen Sprung von der Größe — 1 hat, d.h. es ist 
auto, dd) —- At +HI,d=+1 .°. ..: . 2.0. (12). 
Infolgedessen ist : 
Oo K(r,t) . / 
Q(r,s)dr=K(s,t) u 0 Pick ST STE 
(ıır 


U) 

denn da @(s,f) in den unbelasteten Feldern konstant und X(s,f) an ihren Enden null 
ist, so liefern diese keinen Beitrag; ebensowenig überkragende Enden, für welche 
a(s,t)—= U ist. Es bleibt nur von der Sprungstelle im belasteten Felde der Betrag 

K(s,t)IQ(s—0,s)— Q(s+0,s)}=K(s,t), was zu beweisen war. 

Aus (13) erhalten wir durch partielle Integration: 

0 
ER SEE 5 | = Mr, ar. 


= 
(Tr (ı)r*® 


(0) v) 


Der nur von den Grenzen abhängige Teil verschwindet, weil je nach der Auflagerung 


OK (rt 
entweder a oder M null wird. 
RE 0"K(r, t) M (r,t 
Setzen wir schließlich noch 27 — —Z , so erhalten wir 
or" EJ(\r 
r "M(r,s). M(r,t 
K(is,!)= i dr re I +0 A ERAN R (14) 
JVEIJw VEJW 
v) 
und folglich 4 | 
B VK(s, t) | OM(r,s) 1 OM«r,t 
u | Be a Vi 
8 0f VEJ x ar: VEJ(r) It 
ı) 
n 02 K(8, t) a , . ar R ö 
Daß vom positiven Typus ist, erkennen wir jetzt ohne weiteres. Setzen 
Ic) 
E a | ı3ıM (st \ .. R R r . . 
wir zur Abkürzung /7(s, ft) = y WM wird für eine beliebige Funktion y (s) 
/ E J Q (N r « 
das Doppelintegral 
Id / 
"MKie EE \ We nr 
| gls)g(t)dsdt= | |Hir,s)g(s)H(n,t)g M\dsdtdı = jdr} | H(r,s)g(s)ds (16), 
og) Po . J 


MT 000 0) 0 
was in der Tat =0 ist. 
Um die Realität der Eigenwerte zu beweisen, setzen wir in der homogenen Integral- 


l 


. OK (8, t) 3 
gleichung | 10 = H(r,s)H(r,t)dr und erhalten 


Bea; 
() 


y(s)= || Hir,s BP DREBF .. . ».:. 2 MA 


Ö Ü 
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Setzen wir hier: I 
w.(8) = [Hs PO) y (Wat BIETET. Fe 
Ö 
so wird: L 
WOHLE 22. 


Kliminieren wir hier y,', indem wir aus (19) in (18) einsetzen, so ergibt sich für w, (s) 
die Integralgleichung 


4 
U, (s) = hi; H(s, ") P(ir)H (t, r) dr w, (£) dt . : 5 i i (20), 
00 
oder wenn wir ‚ 
G (st) — IH (s, Haupt .% . =. ,. 
Ö 
setzen: r 
v()=1,|6 I 5 en 


ö 
Nun ist nach (21) der Kern G@(s,t) symmetrisch in s und ?; die Funktionen w, (s) 


sind also die zu den Eigenwerten /, gehörigen Eigenfunktionen eines symmetrischen 
Kernes, d.h. die sämtlichen Eigenwerte sind reell, was zu beweisen war. 


3. Die Lösung der Integralgleichung. Die Lösung der Integralgleichung (8) 
erfolgt durch Näherungsfolgen in der Weise, daß man zuerst eine Biegungslinie nach 
Gefühl annimmt, dann die bei dieser Durchbiegung von den Längskräften erzeugten 
Biegungsmomente bestimmt und zu den Momenten der Biegungskräfte addiert und schließ- 
lich für die so gewonnenen Momente eine neue Biegungslinie ermittelt. Mit der zweiten 
Biegungslinie wiederholt man das Verfahren und so fort, bis die aus einander gewonnenen 
Biegungslinien sich nicht mehr merklich voneinander unterscheiden. Dies Verfahren ist 
identisch mit der Auflösung der Integralgleichung durch die Neumannsche Reihe; 
daraus ergibt sich, daß das Verfahren konvergiert, solange der kleinste Eigenwert größer 
als eins ist, d.h. solange die lLäängskräfte sich unterhalb der Knickgrenze befinden. Die 
(Güte der Konvergenz liefert direkt ein Maß der Knicksicherheit, denn die Abweichungen | 
der einzelnen Näherungen von der schließlichen Lösung nehmen im wesentlichen in 
geometrischer Progression ab, derart, daß sie von Näherung zu Näherung mit '/), sich 
multiplizieren. 


Die Lösung der homogenen Gleichung (10) durch fortschreitende Näherung, d.h. 
die Bestimmung des kleinsten Eigenwertes und der zugehörigen Knickfigur ist identisch | 
mit dem Verfahren von Vianello zur Bestimmung der Knicksicherheit. Das Verfahren \ 
konvergiert auch in dem allgemeinen Falle, wenn nämlich die Funktion P(s) nicht überall | 
positiv ist, also Teile des Stabes auf Zug statt auf Knickung beansprucht sind; denn 
wenn wir die aufeinander folgenden Näherungen mit yV(s), y2(s) usw. bezeichnen, so 
konvergieren die zugehörigen Funktionen w() (s), ww (s) usw., die bis auf den Faktor 
IVEJ(sS) die zugehörigen Momente sind, jedenfalls nach den Sätzen von Erhard 
Schmidt, da die Integralgleichung für % symmetrisch ist. Daraus folgt erst recht die 
Konvergenz für die Durchbiegungen selbst’). 


Die Realität der Eigenwerte ist in beiden Fällen von wesentlicher Bedeutung. 
Wäre der erste Eigenwert komplex, so würde die Konvergenzgrenze bei der Lösung der 
inhomogenen Gleichung ihre physikalische Bedeutung einbüßen und der Schluß von der 
(süte der Konvergenz auf die Knicksicherheit hinfällig werden. Das Vianellosche 


Verfahren würde dann überhaupt nicht mehr konvergieren. 237 
I, Durch die gleichen partiellen Integrationen, die zur Zerlegung des Kerns führten, erhält man , 
die mechanische Bedeutung der Funktionen w,(s); es ist das zu den Durchbiegungen y, (s) gehörende | 


Biegungsmoment m,, (a) == A, w,, (8) VE J (8). 


2) Vergl auch die Untersuchungen von Marty, Comptes Rendus Paris 150, 1910, S. 515 und 
603, über Integraigleichungen von dem hier vorliegenden Typus. 


18* 
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Über das Geschwindigkeitsglied in der Bernoullischen Gleichung. 


Von J.M, BURGERS in Delft. 


1. Fragestellung. Es ist bekannt, daß in vielen Lehrbichern der Hydraulik (die 
verallgemeinerte Bernoullische Gleichung in folgender Weise geschrieben wird: 


2 2 
Fed h- Pr konst. — 3, s a PR > 
2g 2g 
p Druck; V mittlere Geschwindigkeit = Durchflußmenge durch (uerschnitt; A Höhe des 
betrachteten Punktes; y7 spez. Gewicht; die Glieder {;V;’/24y stellen die verschiedenen 
Verlusthöhen dar)'). Hierin ist «@ ein von 1 etwas abweichender Beiwert, der dem Um- 


stand Rechnung tragen soll, daß die Geschwindigkeit nicht an allen Punkten des Quer- 
schnitts denselben Wert hat. Er wird mit Hilfe folgender Formel berechnet: 


| u?do 
m BEE 2 rer : II) 
> 
(«u Geschwindigkeit der mittleren Bewegung an einer bestimmten Stelle des (Qaerschnitts: 
«lo Element des Querschnitts 6). Bazin gibt an für Gerinne mit rechteckigem Querschnitt: 
bei glatter Wand: « = 1,038: 
bei rauber Wand: «= 1,122. 
Die Zahlen für (rerinne mit halbkreisförmigem Querschnitt weichen hiervon nur 
wenig ab’). 
Die von v. Kärmän abgeleitete Formel für die Geschwindigkeitsverteilung im 
glatten Rohr mit kreisförmigem Querschnitt: 


U Uns] (IT) 
a” 
(a Radius des (Juerschnitts), ergibt: 
; 7 > 7 | = 1/8 . 
Ä tim; — Jude— — (Um)? = —(—) 9°, 
5 6 10 10 7 
also: 256 
«= _—_ — 1,0449 | RE . . ; | 
Zi) 


Die Frage, ob es angemessen ist, einen derartigen Beiwert einzuführen, ist schwierig 
zu beantwoiıten. ler Term «YV°/24y hat nur Einfluß bei Aenderungen des Querschnitts 
der Leitung, und in den meisten Fällen wird man den Betrag (« 1) 1 ’/2g mit der 
betreffenden Verlusthöhe zusammenziehen können '). 

Es gibt aber eine theoretische Ueberlegung von Boussines4, welche die Aende 
rungen der Geschwindigkeitsverteilung und der Wandreibung bei Querschnittsänderungen 
berücksichtigt, und dann von selbst zu einer Formel vom Typus (I) fübrt '), Die Rechnung 
bezieht sich nur auf langsame (Juerschnittsänderungen und beruht auf Boussinesgs 
Ansatz für den turbulenten Reibungskoeffizient: 


(dd A } / 
= (yA-wo. SE (le. S. 50, @l. (13)), 
für ein Rohr mit kreis- oder halbkreisförmigem (Juerschnitt, wo A eine Zahl ist, die von 
der Rauhigkeit der Wand abhängt, und «o die sog. Wandgeschwindigkeit ist. 


!;, Man vergleiche z. B.: H. Darev et H. Bazin. Recherches Hydrauliques (Paris 1565) IL, S. 247: 
Ph, Forchheimer, Hydraulik (Leipzig 1914) S. 31 R. v. Mises, Elemente der technischen Hyidro- 
mechanik I ‘Leipzig 1914) 8. 1593 


H. Bazim, 1. e S. 258 bis 259. 262. 
Ih, v. Kärmän, Zeitsehr. für angew. Math. u. Mechanik 1. S. 240, 1921. 
* Für einen sich erweiternden Rohrabschnitt kann man schreiben I = engeste Stelle, 2 = Stelle 
mit größerem Querschnitt 
p V, p Vz‘ R V; 
i dt == (/ (x == ( = 
29 j 2g 2g 
BE . V,‘ pa  Vn° A 4 ir 
der b " C*, -4 = ( L mit #=-"7— (a 1) (1 — 01°/0s°). 
a, > q y 2 4 2 q 
Vur wenn _* negativ ausfiel. würde die Schreibweise b sich als unzutreffend erweisen. 
“E: ıssinesq. Essai sur la theorie des eaux courantes, M&m. des savants etranreers 25, 


Sn 93 18; 














ls 
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Boussinesqs Ansatz für den turbulenten Reibungskoeffizient ist für glatte Rohre 
von kreisförmigem Querschnitt jetzt überholt durch die Betrachtungen von v.Kärmän 
über die turbulente Strömung. Man kann nun die ganze Ableitung Boussinesqs 
wiederholen, indem man an Stelle der Formel (13) den Wert von ® setzt, der sich aus 
der v. Kärmänschen Formel für die Geschwindigkeitsverteilung ergibt. In den folgenden 
Zeilen möchte ich dies kurz darstellen '). 


2. Ableitung der Formel. v. Kirmän hat mehrere Formeln für die Ge 
schwindigkeitsverteilung im glatten Rohr angegeben; ich beziehe mich nur auf die 


folgende: 7? (a\Yz (to\" 
= Clı — (V 
u C (i ;) \; ) \ 0 UN 
(zu Wandreibung; C Zahleniaktor = ca. 7,'); woraus mit Hilfe der Beziehung: 
du J 
€ 2 [AN z 
dz : 
folgt: \r 8, 1, (To\'r Pe 
et e(: a) d ] Fe . . . . . . vl) 


Es wird angenommen, daß diese Formel ihre Gültigkeit behält, wenn der Radius a 
sich langsam in der Strömungsrichtung ändert. 
Wenn eg: das Druckgefälle bezeichnet, so lautet die Gleichung für die axiale 
Komponente der mittleren (reschwindigkeit: 
Du du Ou “77 u, r 
| 


7 n u = 
Dt Br ur 02 4 


OU 

r:_) er 26). 
Die Geschwindigkeiten in den (Querrichtungen sind klein von erster Ordnung, ihre 

bescbleunigungen klein von zweiter Ordnung; das gleiche wird von den Reibungskräften 

in den Querrichtungen behauptet (Boussinesq, l.c. S. 55, 62); daraus folgt, daß der 

Druck über den (uerschnitt konstant ist (eventuell hvdrostatisch verteilt ist), so daß 

man 2 als konstant betrachten kann. 


FUND 


% 


Boussinesg nimmt nun weiter an, daß die Winkel, welche die Stromfäden mit 
der Achse des Rohrs einschließen, proportional zu »/a sind; dann ist: 


? yda 1 z da 
u a dx u ada’ 
und er erhält durch einige Umformungen: 
Du so 84 — (”)t 2 da 1 88 ' 
= un ! = — uU’ — — u“ 38). 
Dt (oy u V)z\u/\ a dx odı Er 
. \ . l do 
Also wird Gleichung (26), wenn man noch > qm = ke setzt: 
o ax 
O € u 
or r,)+tger = ku'r : . ‚ ’ (86). 
Eine erste Integration ergibt: 
# OU gir 
- ze L Ir ru“ am 
3 2 kfarı / N, E 


Ö 
An der Wand wird das erste Glied links: — ar,/p; und man erhält: 
A 
2 To 2k 


= 1 ldrru:. NE IE RE 


04 a® 


oder: 2 79 j 
gi — k 


oda cd 


Das zweite Glied rechts hat auf Grund der Formel (Ill) den Wert: 


N En R k-(-) v ce v2 64 1 de > er 64 = 
TER . zur P = — - e Vi — 2 - 2 | 
c 5, ax) 4 [ 65 h3 0 da 59 d.ı 63d > 
I, Boussinesa leitet die Formel auch für ein breites rechteckiges Gerinne ab Hier wird 


nur das Kreisrohr betrachtet. Zur leichteren Vergleichung habe ich die Gleichungen bezeichnet mit 
den Nummern der korrespondierenden Gleichungen Boussinesqs. 
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Also läßt sich (58) schreiben: 


27T) d /V* ie : 
gi= "+ 1,0159 , BR . . (ef. @1. (31), 1. c. 8. 66). 


OA x 
% 


Diese Gleichung hat schon die Form (I) mit einem von 1 verschiedenen Wert des 
Koeffizienten @. Die weitere Rechnung Boussinesqs zeigt aber, daß die Verteilung 
der Geschwindigkeit über den Querschnitt gegenüber der Formel (III) oder (V) eine Ab- 
weichung zeigt, und dies beeinflußt noch den Wert der Wandreibung 79. 

Elimination von 2 aus (87) und (88) ergibt: 


. Era Ti r“ arr v aryr 
— n‘ - k ( 3 u?) er (59). 
a’ 0 Or 


Diese Gleichung wird mit stufenweiser Annäherung gelöst. Setzt man k=0, so 
erhält man wieder die Formel (V) für «; dieser Wert wird jetzt rechts eingesetzt, wo- 
oa 


durch man erhält: = bekannter Betrag, der die Formel (V) ergibt 
0° a /P 27 5 a \ y2\l/, „2 3 \ 
k ) | s | o ” | b 5) 
( [7 0 ) } | .) 2) 
Mit »/a®=s findet man: 
| 
ı,./a To « 0° ( a\”’/7 (To . "ds ; 2 3 
u He l (2 + kai vs | ri | s) (1 s)'}, 


Die Größe !/s {1 — sS)" — (1 —s)"! 
ist in nebenstehender graphischen Dar- 
stellung abgebildet; zum Zweck der In- 
tegration scheint es mir erlaubt, sie zu 
ersetzen durch die Reihe: 


0,2857 + 0,0660 s + 0,0404 5. 








01 ! | | | | | ! welche bis zum Maximum der Funktion 
| bei s = 0,96 (d.h.: r/a= 0,98) eine gute 
MU GD DT Annäherung gibt (man vergl. die ge- 
2a B3j2? s strichelte Linie). Damitwird die Gleichung 

für die Geschwindigkeitsverteilung: 

) a T U" a \"/7 ft %7 
‚TI e — (s) 9 
7 Ci] $ 7 vs al“ 123 is). ; : (91), 
wo f (s) = 0,5322 0,2557 s — 0,0330 s° 0,0135 s’. 

Für positives / d.h. für ein sich erweiterndes Rohr gibt diese Gleichung 


eine Erhöhung des mittleren Teils der Geschwindigkeitskurve. 
Jetzt muß die mittlere Geschwindigkeit V bestimmt werden und. damit 7, aus (88) 
eliminiert werden. Es ergibt sich aus (91): 
7 a\u7 (Tu\" 0° a\/7 (rta\°l 
V - 01) = + 0,174 .k(,) (.) er Ye kr 
Daraus durch Umkehrung: 
m 7 | 
ie (>) o ri) er . kV’a. ....0. (8). 
Schließlich ergibt jetzt Gleichung (88): 
8 \/ı V? v \4 == 
gi H} 2 (-} — 1,0664 k V* 
oder, indem man für ( seinen Wert einsetzt und auf die Bedeutung von %k achtet: 


BER 4 v f a0 bi 
ga —— 0,3164 ( ) + 1,0664 1 | ) . . . . . j (97). 


4a \2Va dxe\2 


_ 


3. $chlußfolgerung. Der Koeffizient « in Gleichung (97) ist etwas größer als 
der in Gleichung (IV) nach der üblichen Methode erhaltene Wert. Ein ähnliches Ver- 
hältnis wird von Boussinesq bemerkt?) | 


Boussinesq, I e. 8. 112 














Dr 
> 
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Die Formel (97) könnte vielleicht dazu dienen, den Koeffizient des Venturi 
\essers zu berechnen. Wenn man das Reibungsglied vernachlässigt, so erhält man: 


V= 0,97 V a 
— JA ri h) 
‚ (09/01)? | 


wo h die Druckhöhendifferenz und 03/0, das Querschnittsverhältnis bedeutet. Die tat- 
sächlich angegebenen Koeffizienten schwanken zwischen 0,94 und 1,00°). 
[,eider ist mir hierüber nichts Genaueres bekannt. 


Dezember 1922 252 


Über die Statistik verketteter Vorgänge. 


Von F. EGGENBERGER und G. POLYA in Zürich. 


n den meisten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, sei es in der physi- 
| kalischen, biologischen oder sozialen Statistik, werden nur »unabhängige« Ereignisse 

betrachtet. Die n Einzelfälle einer statistischen Serie heißen von einander »unabhängig«, 
wenn die Chancen bei einem jeden unter ihnen von dem Ausfall der übrigen n — | 
unbeeinflußt bleiben. Wir können z. B. die sämtlichen Geburten innerhalb Deutschlands 
während eines Kalendermonats zu einer Serie zusammenfassen und bei jeder Geburt 
registrieren, ob das neugeborene Kind Knabe oder Mädchen ist. In dieser Beziehung 
sind die einzelnen Geburten von einander unabhängig, mindestens gibt das vorliegende 
Zahlenmaterial keine Veranlassung anzunehmen, daß etwa die Chancen einer Knaben- 
geburt in der zweiten Hälfte des Monats durch den Ausfall der Knabenquote in der ersten 
Hälfte irgendwie beeinflußt wären — was die meisten Leser auch ohne statistische 
Untersuchung glauben werden. Wir können aber auch sämtliche Personen zu einer 
statistischen Serie zusammenfassen, die innerhalb Deutschlands während eines Kalender- 
monats einen Eisenbahnzug besteigen, und bei jedem Reisenden registrieren, ob er infolge 
Eisenbahnunfalls während der Fahrt gestorben ist. Die einzelnen Ereignisse dieser Serie 
sind voneinander nicht unabhängig. Denn die Leben der Insassen desselben Zuges 
sind in hohem Maße »solidarisch«e: Der Tod einer Person infolge Eisenbahnunfalls muß 
als eine außerordentliche Verschlechterung der Chancen aller Mitreisenden angesehen 
werden. 

Die theoretische Behandlung nicht unabhängiger Ereignisse wäre wohl für alle 
Anwendungsgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr wichtig, ist aber tatsächlich 
sehr schwierig. Es sind außerordentlich viele verschiedene Strukturen von gegenseitiger 
Abhängigkeit denkbar; von diesen ist eine auszuwählen, die erstens die Struktur der 
Beobachtungsserien annähernd richtig wiedergibt und die zweitens der Rechnung so weit 
zugänglich ist, daß sie bis zu numerischen Ergebnissen verfolgt werden kann. 

In der vorliegenden Abhandlung wird eine Art der Wahrscheinlichkeitsverkettung 
untersucht, die z.B. die Struktur der Epidemiesterblichkeit, der gewerblichen 
und Verkehrsunfälle im großen Ganzen zutreffend darstellt, jedenfalls viel zutreiiender, 
als die Annahme der unabhängigen Wahrscheinlichkeiten. Einige numerische Stich- 
proben, von denen eine im folgenden mitgeteilt wird, sprechen sehr für diese Ansicht. 
Die untersuchte Art der Wahrscheinlichkeitsverkettung — man könnte sie kurz als 
‚Chancenvermehrung durch Erfolg« bezeichnen — ist sicher auch nicht unähnlich der- 
jenigen, die die einzelnen Individuen einer Pflanzenart aui die verschiedenen Stellen 
einer einheitlichen, natürlichen Vegetationsdecke verteilt. Die letzten Abschnitte unserer 
Arbeit sind einer durch diese Bemerkung veranlaßten allgemeinen Untersuchung über 
die statistische Verteilung von Punktgesamtheiten im Raume gewidmet. Solche Verteilungen 
haben für die Physik (radioaktiver Zerfall, Brownsche Bewegung) ein gewisses Interesse. — 
Vom mathematischen Gesichtspunkte aus kommt man zwangsläufig auf die zu betrachtende 
Aufgabe, wenn man die beiden einfachsten und ältesten Aufgaben der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, wiederholte Ziehungen aus einer Urne mit und ohne Zurücklegung der 
Kugeln, auf »gleiche Benennung« bringen will. 

Die theoretischen Ueberlegungen stammen von dem zweitgenannten, die praktische 
Durchführung der Anwendungen von dem erstgenannten Verfasser. 


=] 
su 
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) Ph. Forchheimer, l. ec. S. 224; 


H. A. Gibson, Hydraulies (London 1919) S. 
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1. Die Struktur der Wahrscheinlichkeitsverkettung. Wir betrachten eine 


geordnete Folge von (srößen X, Au, ...X, .. ., die dem Zufall unterworfen sind '. Wenn 
die Chancen, von denen der Ausfall von x, abhängt, im voraus feststehen, unbeeinflußt 
von dem Ausfall aller übrigen, so heißen x, X, ...X., ... voneinander unabhängig. 


Wenn die Uhancen von x,+: durch den Ausfall von x, besimmt sind (» > 1), so haben 
wir eine einfache Kette von Größen vor uns nach der Terminologie von Markofft, 
dem eine sehr weitgehende Theorie dieses einfachsten Falles wahrscheinlichkeitstheoretischer 


Abhängigkeit zu verdanken ist‘). Der nächst einfachste Fall wäre der, daß die Chancen 
von x,+| von dem Gesamtresultat der vorangehenden Zufälle, d.h. von dem Ausfall des 
Wertes der Summe x + x +... +x, bestimmt sind. Eine allgemeine Theorie dieser Art 


von Abhängigkeit besitzt man leider noch nicht: ein Spezialfall soll hier behandelt und 
zunächst durch das Urnenschema erläutert werden. | 

In einer Urne befinden sich zu Beginn des Spieles A rote und S schwarze, ins 
gesamt A+S= N Kugeln. Man zieht aus der Urne eine Kugel, und man legt an 
Stelle der gezogenen Kugel 1-+ .J Kugeln derselben Farbe in die Urne. Nun 
zieht nıan wieder eine Kugel und wiederholt die gleiche Operation. Nach der n. Ziehung 
befinden sich also in der Urne N + Jn Kugeln. Sind in den ersten » Zügen r rote 
und s schwarze (r+s=n) Kugeln gezogen worden, so befinden sich in der Urne 
Kk+r-/ rote und N + s-/ schwarze Kugeln, und die Wahrscheinlichkeiten, beim (n +1). Zug 
eine rote beziehungsweise eine schwarze Kugel zu ziehen, sind: 


K+rlJ + ro S+#2A4 "+ #80 
udn bezw. u (1), 
N+nd | + nd N+tnd 1 + no 
wenn zur Abkürzung 
S j 
== N. = 0, = () i . 12) 
N u N 
gesetzt wird. Für .J= u haben wir die geläufige Aufgabe der zurückgelegten, für 
1 — — ı die der nicbt zurückgelegten Kugeln. 

Wir können uns abstrakter so ausdrücken: die vom Zujall abhängigen Größen 
mE U a sind nur zweier Werte fähig: des Wertes 1 und des Wertes 0. Die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß x, = I ausfällt (roter Zug), sei e, die Wahrscheinlichkeit 
für x = U (schwarzer Zug) sei 0,0+06=1. Es seien 

0 (I + lo + ‚+ ıu ( GO + n I"; 7 : . 7 Be 
| bezw. B (3) 
1 / O | no 
die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß 
X.+ı + 1 bezw. X,+ı = 0 
ausfällt. Setzt man tr ra. | RR 


so sind die Formeln (!) und.(3) identisch. Ist d > 0, so hat man ÜUhancenvermehrung 
durch Erfolg und Chancenverminderung durch Mißerfolg, im Falle ö&<0 steht es 
umgekehrt. Es sind also im Falle ö6 > u sowohl Erfolg wie Mißerfolg »ansteckend«; 
ö — () ergibt den klassischen, einfachsten Fall unabhängiger Ereignisse. Im Falle ö 7 u 
kann die Reihe der Größen x,, x, ... unbegrenzt fortgesetzt werden, im Falle öd <0 nur 
so lange, als 1 + „0 > 0 ist. 


2. Berechnung der Wahrscheinlichkeiten und der Erwartungen. Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß x +, +... +x=r ausfällt? (für r kommen die 
Werte 0, 1, 2...n in Betracht). Mit anderen Worten: Wie groß ist die Wahrschein 
lichkeit, unter den angegebenen Bedingungen aus der Urne in „ Zügen rote und 


s=n— r schwarze Kugeln zu ziehen?” Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 


%8=l,%8=1,..%=1l XHh=0,..X%,=0 
ausfällt, ist nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten 
do + 20 0 0 0 +6 + (8 — 1)0 u 
ı11#+d1+20. l+(r )dO I+rdi-+ır 0 I+(n 10 ) 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß r bestimmte unter den Xı, X;, ... X. den Wert I 


und die übrigen s den Wert 0 erhalten, ist wieder durch (5) gegeben; denn wenn ınan 


1 


Italienisch kann man an Stelle von »vom Zufall abhängige Größe« etwas glücklicher »variabile 

casuale sagen Vergl. G. Castelnuovo, Caleolo delle probabilita (Milano-Roma-Napoli 1919), S. 30. 
Im folgenden sind vom Zufall abhängige Größen dureh fetten Druck hervorgehoben. 

», Verel. A A. Markofi, Wahrscheinlichkeitsrechnung Leipzig-Berlin 1912), S. 272 bis 511. 
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den entsprechenden Produktausdruck nach (3) bildet, so erhält man wieder » Brüche, 

deren Nenner ebenso lauten wie die von (5), während die Zähler nur in ihrer Reihen- 

tolge vertauscht sind. Die Berechnung kommt somit lediglich auf eine Permutation der 
\ 


Faktoren im Zähler (nicht im Nenner!) hinaus; aus » Elementen kann man ” auf E23 


! 


Arten herausheben, daher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


n! 004 0) (0+ 20 N O-+(r L)0 7] 0 + Ö en u l Ö i 
I), = i \0), 
ich r!s’ IL +1 +20)... A+-(Fr- VUN (IL+HrÖ) IL HUYN... I+(n—1)0 
Wir berechnen jetzt die mathematische Erwartung von r(r— I)(r —2).. 
(r—k+1). Die zu berechnende Größe bezeichne') man mit {r(r ı)(r — 2 
(r— k+1)) Es ist gemäß (6) 


r(r— ı)(r—2)...(r—k+1) I r(r— N)(r—2)...(rr—k+1)p 
f (0) 
v “ lo lo 7 0 
Eva). u (+1) ...(0 + 1) 1) ( +—1) 
er n rt od A) fh) s’!o N) ww 
ı 1/1 \/1 | 
f m. Fir + 
n! Ö (‚; 1) | N 2) (5 r ı) 
In der Summe im Zähler ist also "=0(, 1, 2,...n,s=r— n zu setzen. Der 


Zähler ist der Koeffizient von z” in dem Produkt der beiden Reihen 


rer) re) 


& r(r I; k+1) 2’ 2 z 
2 r. s—() 8 
d'’ 0 0 0 J 
en l +3 ») ( „hN N { 1, N /# 
(: a‘ 1-2 ’6+r)--G ya 


2 Oo “ ' (} ] 1) v y 
N ( r N u n [2 - % / 
"s i6t « s 1) vo 7) ] 1 1 1 1 
E ist also \ ( f 1)...(4 Ah -1)(-> ! x) ( ge 1) ( we ı) 
hi) \d N d d \d ın k) 
r(r—1)...(r-I+H1l)= 
Oo \d ). N) Auudeah, nm! 
0 0O+0 04 Dr) 4 ‚io )\k—1 pP ; — 
r(r—1)... (r-i+H1)) = - 2 nn lıı(n —2) ‚n—k+1) (7). 
I1+NA1+2N...1+0K—1 


Man kann (7) auch durch andere, mehr kombinatorische Betrachtungen gewinnen. 
Speziell folgen aus (7) für k—= 1,2 der Erwartungswert von r und das (Wuadrat der 
mittleren Abweichung dieser Erwartung: 


rn —=ovon u ie ar (5) 
(r — (r)))=(r’) — (r):=(r(r— 1) )+(r) — (r 
o(o + d 2 (j \ 1 + no )) 
zu — min — + no no = NV u 2 (4). 
I (1+ 0) ‘ 1+0 
aba OR | R S L 
Für ö=0, bezw. fürdö=—-, o= ,0=, vergl. (2), erhält man hieraus die 
N N N 


wohlbekannten klassischen Resultate, was zur Kontrolle dienen mag. 


3. Der Grenzfall seltener Ereignisse. Wir wenden uns zu Verhältnissen, die 
vorliegen, wenn die Anzahl der beobachteten Fälle „ sehr groß, aber o so klein, d.h. 
das Merkmal von der Wahrscheinlichkeit 0 so selten ist, daß die erwartungsmäßige 
Anzahl {r)=gn nur gering ist. Man denke sich z. B., daß » die Anzahl der Personen 
ist, die innerhalb Monatsfrist eine Eisenbahnfahrt antreten, und » die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß die angetretene Fahrt mit tödlichem Unfall endet. Man setze 


\ an 
no=h, "= d>d. - ’ - ; ’ ; (10). 
!) Die Erwartung mathematische Hoflnung, Durchschnittswert: einer vom Zufall abhängigen 
Größe X soll stets mit (X) bezeichnet werden, mit spitzen Klammern { ), deren Gebrauch für diese 
Bezeichnung reserviert wird. 
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und nehme A und d mäßig, n sehr groß an, oder, in sachgemäßer mathematischer 
Abstraktion, A und d fest und n gegen © konvergierend. Wir berechnen zuerst den 
Grenzwert der Wahrscheinlichkeit p9,n. Es ist gemäß (6) 


0(0+- ö) (a +20 .:.: \(I-+I\N 1)0 0 0 Oo 7) 
Po,n —— - m (1 — [2 (i 5 ) l — N ie (1 — - ) 
UF +I3N ..,. Bad | 1+0 1+20 1+(n—1)0 


Setzt man hierin gemäß (10 
h h d 


0o= . G—=1— A do= ’ 2% EN ; (11), 
n n N 
so ergibt sich (i ") (i u ) (i h ) 
Po n "7 y Se n+(n—1)d 
m h r h h ((- a ( h \° 
el EIER BER 2: DEN ne 
5 Pi n n+d n+(n—1)d) n n+(n—1)d 
h /d d 1 d | ' 
lo Po,n = + + ... + — Rn . . 2), 
din n d n d 
I+ 1l+/n—]1 
n n 


Der Rest A, wird für „= - unendlich klein; A, ist von der Ordnung '/„, wie 
man sich leicht überzeugt. Der Klammerausdruck rechts in (12) ist als eine Summe von 
n Rechtecken mit der Basis “/, aufzufassen; wenn sie Seite an Seite auf der Abszissen- 
achse so aufgestellt werden, daß ihre Grundlinien die Strecke zwischen den Abszissen 0 


z ’ ’ ’ n > 1 . 
und d ausfüllen, so liegen die linken oberen Ecken auf der Kurve ,— . Daher ist 
4% 
d 
ji ' h f nd d 1 h I dx . N 
im l& n0.. = im X a > e_ 
= ! ie d i N (v—1)d d 1-+3 d gl i 
Nn=X n no | e% . 
v) 
nl 
. Äh 
lim 90... = (1+d) { Po (13) 
Es folgt aus (6), (11) 
n(n—1) (n—2) ... (n—-r+I1) 0 0+0 e+(r—1 Rh) 
PRELTIPE N BR . e+rla—1)d ce + - 93." o+(n—r)d 
fi -) (1 -) (1 ao d (h Da 
. r\in / ( 
| n n N 
Pro h-+d h+2d Rh+(r—1)a\ 
(ira )(1+a )..- (1+@ ) 
\ N N n / 
Diese Formel ergibt für festes r in Verbindung mit (13) 
’ „— Ih h+d h+(r—1)d 
IM Daun r»=eIli + ) Id ... 
Hd \ " '1+di1-+d 1+d 
n N 
Rkk+ÄA)(h+2d)...(h+(r—- ı)d)((+d) HaT'=Pp,. . . (14). 


R 
Zur Kontrolle der Formel (14) berechnen wir die Summe der Grenzwahrschein 
lichkeiten Po, Pı, Pa, :-: Pan... Es ist 


; - (+1)... (#7 ı) er | 


< h - d\d d / d t ] h ’ (i d \ 7a 
> „= - io IE — vun 
' ss Sr 0 AR | 1+d l+d 
Zur weiteren Kontrolle von (14) berechnen wir die Erwartung 
00 
r(r 1)... r—-k+1)=2 r(r 3.2 k+-1)P, 
r () 
h /h h 
£ A Y F | 7 + ı) ER ( j u ı) 
— (1 +d) dl =: r ger 
dak r— 0 Een | z—=d(14 ayı 
u la ( d w R\ /) Pr ')(i d er: | N 
—— l tt U) ‚ 1rd d d ) ... A ı Ba . 
r(r— 1)...(r—k+1))=h(h+d)(h+2d)...(h+(k—ı)d)) . (15). 


Dasselbe Resultat hätten wir auch aus (7) durch direkten Grenzübergang erhalten 
können. Insbesondere gewinnen wir für die Erwartung {r) und für das Quadrat der 
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nittleren Abweichung davon, entweder aus (15) oder durch Grenzübergang aus (8), (9) 
lie Werte: 
OR Er EP IR PER ER Eee 5; 


/ 


.- DI) „ht .: .:.: 2 er. 
Wir haben bisher den Fall d> 0, d. h. den Fall der Chancenvermehrung durch 
irfolg vor Augen gehabt. Es wird für d= 0 
hl, ) 


lim I) == lim (1 + d) a —me& Po” 
d==U d 0 
und allgemein, vergl. (14), 
h' e hi 
im, = —=P#* . en | | (18). 


0 A 


Die abgeleiteten Formeln schließen also für d= 0 den wohlbekannten Fall der 
unabhängigen seltenen Ereignisse ein, der von Poisson endeckt und von 
..v. Bortkiewicz in seiner Bedeutung für die Statistik erkannt worden ist'). 


4. Anwendung. Die durch die Formel (14) gegebenen Wahrscheinlichkeiten 
Po, Pı, Pr, ... P,,... entspringen, kurz zusammengefaßt, folgender wahrscheinlichkeits- 
theoretischer Struktur: das Beobachtungsmaterial ist sehr groß, das untersuchte Merkmal 
ist sehr selten, und die einzelnen beobachteten Fälle hängen derart zusammen, daß je 
stärker in dem einen Teil des Beobachtungsmaterials das Merkmal vertreten ist, um so 
tärker es auch in dem übrigen Teil zu erwarten ist. Die beobachteten Fälle seien etwa 
die Sterbefälle in einem bestimmten Land innerhalb eines Monats, das untersuchte be- 
sondere Merkmal das Ableben infolge einer seltenen epidemischen Krankheit, wie Pocken 
oder Cholera. Der Umstand, daß in der ersten Hälfte des Monats besonders viel Pocken 
fälle zur Registrierung gelangen, präjudiziert die zweite Monatshälfte in demselben 
Sinne. FEisenbahnunfälle oder gewerbliche Unfälle, z. B. infolge Explosion, greifen, 
statistisch gesprochen, ähnlich um sich wie eine ansteckende Krankheit, indem sie im 
allgemeinen mehrere Personen dahinraffen. Es ist zu erwarten, daß die statistischen 
Zahlen derartiger Erscheinungen mit dem Verlauf der Wahrscheinlichkeiten Pı, Pı, P:, .. 
P,... qualitativ übereinstimmen. 


Nun zur quantitativen Prülung! Nehmen wir etwa die Todesfälle an Pocken in 
ler Schweiz während der Jahre 1577/1900, d. h. während 255 Monaten, vergl. Zahlen 
tafel 1, S. 285. Es fanden insgesamt 1584 solche Todesfälle statt, also durchschnittlich 
‚» im Monat. , Setzen wir 


a © A TEE 
so können wir die Wahrscheinlichkeiten P,*, Pı*,... nach Formel (18) berechnen (P%,*, 
>»*,... P*,... entsprechen unabhängigen seltenen Ereignissen). 288 P,* ist die 


erwartungsmäßige (theoretische) Zahl derjenigen Monate unter den 288 beobachteten, 
in denen genau r Todesfälle stattfinden sollen, vergl. Spalte III der Zahlentaiel 1; die 
atsächliche Zahl dieser Monate befindet sich in Spalte II der Zahlentafel I. In 
Spalte VI der Zahlentafel 1 befinden sich die Zahlen 288 (P* + Pı"+...+P#) 33 pP’ 
P—=0 
gegenübergestellt den entsprechenden beobachteten Zahlen in Spalte V; im Durchschnitt 
ier Spalte V mit der Zeiler (wo r=0,1,2,...) steht also die Anzahl derjenigen Monate 
inter den beobachteten 288, in denen nicht mehr als r Todesfälle der fraglichen Art 
sich ereigneten. Die Nichtübereinstimmung der Theorie, die die Unabhängigkeit 
der Einzelfälle annimmt und zu den Wahrscheinlichkeiten P,*, Pı*,... P*,... führt, mit 
ien vorliegenden Tatsachen, geht entweder aus dem Vergleich der Spalten II und Ill oder 
‚us dem der Spalten V und VI, oder endlich noch aus folgendem hervor: es müßte, wenn 
lie Ereignisse unabhängig sind, das Quadrat der mittleren Abweichung A betragen 
vergl. Formel (17), fürd—=0; h=5,5 in unserem Fall). Multiplizieren wir (r — 5,5)? 
nit der Anzahl derjenigen Monate, in denen genau r Todesfälle sich ereigneten (vergl. 
Spalte II, Zeile »),, summieren von r= (0 bis r= 60 und dividieren die erhaltene Summe 
lurch 287, d. b. Gesamtzahl der Monate minus 1, so erhalten wir 89,5588, also bedeutend 


nehr als 5,5. 


) 





') L.v. Bortkiewiez, Das Gesetz der kleinen Zahlen (Leipzig, 1598). In der Bezeichnung 
gen wir R. v. Mises, diese Zeitschrift, 1, S. 121 bis 124. 
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rch Erfolg an dem vorliegenden Fall! 


zu kontrollieren, bestimmen wir, veranlaßt durch Formel (17), d arıs der Gleichung 


h(1l-+d) = 83,55 


SS 


die Berechnung dieser Zahl 3,5888 wurde eben auseinandergesetzt). Man erhält 
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Verrleich zwischen Theorie und Beobachtung in der 
Schweizer Poekenfall-Statistik. 
Die Ordinate zur Abszissez stellt die Anzahl («er Mo 
nate dar, in denen die Zahl der Todesfälle wenirer 


als x oder x beträgt 


Es sei vorgelegt ein ebenes Flächenstück F 


(20) 


Mit den Zahlenwerten (19) (20) 
berechnen wir die Wahrscheinlich 
keiten Po), Pı, Pr... gemäß For- 
mel (14). Die Gegenüberstellung der 
Spalten II und IV und noch mehr die 
der Spalten V und VI! der Zahlen 
tafel 1 ergibt eine auf den ersten 
Anblick ganz befriedigende quanti- 
tative Uebereinstimmung der theoreti- 
schen erwartungsmäßigen Anzahlen 
IV, VIL mit den entsprechenden beob 
achteten Zahlen II, V. 

Natürlich könnte man das 
Resultat, daß mit den J/, bessere 
Uebereinstimmung erzielt wurde als 
mit den /’,“, auch dem Umstand zu 
schreiben, daß die /,* nur einen 
anpassungsfähigen Parameter, näm- 
lich A, während die P, zwei solche 
enthalten, nämlich A und J. Wii 
neigen aber der Ansicht zu, daß die 
bessere Uebereinstimmung nicht bloö 
von diesem äußerlichen Umstand, 
sondern vielmehr davon herrührt, daß 
das wahrscheinlichkeitstheoretische Bild 
mit der Wirklichkeit viel besser über- 
einstimmt, wenn (hancenvermehrung 
durch Erfolg, als wenn Unabhängig 
keit der Fälle angenommen wird. Die 
Prüfung der Theorie an anderem 
statistischen N\Naterial fiel zum Teil 
noch günstiger aus. Die Einzelheiten 
wird der erstgenannte Verfasser an 
anderer Stelle veröffentlichen. 


5, Gleichmäßige und stabile 
Verteilung einer Punktgesamtheit 
im Raume. ÜOb der Raum, um den 
es sich handelt, ein-, zwei-, oder 
dreidimensonal ist, macht nur einen 
unerheblichen Unterschied für die 
nachfolgende Betrachtung aus. Sprechen 
wir, der Bestimmtheit halber, etwa von 
dem zweidimensionalen Fall, d. b. die 
Punkte seien in einer Ebene verteilt 
vom Flächeninhalt /. Daß ein Punkt ? 


auf die Fläche Z#' gestreut wird, darunter verstehe man folgendes: es sei Z" irgend ein 
Teilstück von F von dem Flächeninhalt f'; die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Punkt /’ 


auf dem Teilstück #' liegt, ist gleich r Es ist je 


tzt klar, was darunter zu verstehen ist 


daß mehrere Punkte voneinander unabhängig auf F gestreut sind. Sind r + r Punkte 


voneinander unabhängig aui F gestreut, so 


ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß von 


den r + vr Punkten r Punkte auf das Teilstiick F' und » Punkte außerhalb des Teilstückes F 
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| II II] IV V VI VII VIII VII 
, Zahl der Monate Summenzahlen Abweichung zwischen\ 
Zahl der 


Todesfälle [tatsächlich nach G1.(18) nach Gl. (14) [zu Spaltell zuSpaltelIl zu SpaiteIV]| und VI und VII 














5 0,1 287 288,0 286,7 1,0 0,3 
In 0,1 287 288,0 286,8 1,0 ),2 
Y 0,1 287 288,0 236,9 1,0 0,1 
0,1 287 288,0 287,0 1,0 _ 
Kr 0,1 28; 288,0 287,1 1,0 0,1 
60 | 0,1 288 288,0 287,2 0,8 
bl 0.1 288 238,0 >3n7.3 0,7 
62 0.1 >88 288,0 287.4 0,6 
I: Anzahl der Todesfälle in einem Monat P; II: Anzahl der Monate, in denen effektii 
" Todesfälle aufgetreten A III Anzahl der Monate mit r Todesfällen, theoretisch, bei Annahme deı 
Unabhängigkeit = 258 P, IV: Anzahl der Monate mit r Todesfällen, theoretisch, bei Annahme deı 
) 1 
Chancenvermehrung durch Erfolg 288 P.. v; > M. vi: 288 5 2, vi: 308 . =» 
0 / 0 ‚—( 
1) r 
VIII: DD (288 P, M,), Abweichung von VI und V. IX: > (288 PR, M,), Abweichung von 
, 0) # 
vil und V 


Um die Verteilung einer Punktgesamtheit in einer Ebene wahrscheinlichkeits 
theoretisch zu charakterisieren, muß man die Wahrscheinlichkeit W (r, F) dafür angeben, 
daß innerhalb eines Flächenstückes # genau r Punkte der Gesamtheit sich befinden (r, F 
beliebig). Nehmen wir an, daß die Verteilung gleichmäßig ist, d.h. daß Wr, F) nicht 
von der l,age und auch nicht von der Form, sondern bloß von dem Flächeninhalt f des 
Flächenstückes abhängt, W(r, F)= W,(f). Um eine gleichmäßige Verteilung von Punkten 
in der Ebene zu charakterisieren, muß man also die Wahrscheinlichkeiten 


W(f) Wı(f), We(f),--: Wı(f),- Ra arte 

angeben. Die l"unktionen (22) unterliegen der Bedingung 
Ww,()Z0 fürr=0,1,2,3,... f>0 a ae 
Wf)+W (f)+M(f)+.::+W.()+...=1 0.0.0. 0.[(M. 


Die Verteilung einer Punktgesamtheit soll im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne 
stabil heißen, wenn rein zufällige Störungen daran nichts Wesentliches ändern können. 
Genauer gesagt: Die Stabilität der Verteilung einer Punktgesamtheit be- 
steht darin, daß an dem statistischen Gesamtbild nichts geändert wird, 
wenn die in irgend einem Flächenstück F befindlichen Punkte der Ge 
samtheit aus F herausgenommen und voneinander unabhängig auf F zu- 
rückgestreut werden. 


Außerhalb F ändert die Herausnahme und Zurückstreuung der in F' gelegenen 
Punkte offenbar nichts; wir müssen also bloß zusehen, was hierdurch an irgend einem 
Teilstück F" und F geändert wird. Es soll die Verteilung von vornherein als gleich 
mäßig angenommen und durch die Angabe der Wahrscheinlichkeiten (22) festgelegt 
werden, die (I) und (II) genügen. Die Flächeninhalte von # und F" sollen wie oben 
mit / und /’ bezeichnet werden. 


Vor Herausnahme der Punkte aus # war die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in # 
genau r Punkte liegen, = W, (f'). 

Damit nach Herausnahme und Zurückstreuung genau r Punkte in F’ liegen sollen 
müssen von vornherein r +» Punkte in # vorhanden gewesen sein, »=0. Die Wahr 
scheinlichkeit dafür, daß r + v Punkte in F gewesen sind, ist Wr-+,(f); die Wahrschein 
lichkeit dafür, daß aus diesen r—+» bei der Zurückstreuung genau r auf F’ fallen, ist 
dureh (21) angegeben. Es kann »—=0,1,2,3,... sein; daher ist die Wahrscheinlichkeii! 
dafür, daß nach Zurückstreuung genau r Punkte in f’ liegen 
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Somit ist die Stabilität der durch die Wahrscheinlichkeiten (22) festgelegten Ver- 
teilung durch die Gleichung 


w(N)=2 + Ner+)(i) (1 - re: 


E 
v=() r 
Bro <fef, rad, 1,2, 3,. 
ausgedrückt. 
Um die den Bedingungen (I), (II), (III) genügenden Funktionen (22) aufzusuchen, 


setzt man 
m(N)+W (ze + W (+... =P(f,2). a A: 


Die Reihe (23) hat positive Koeifizienten, vergl. (Il), und konvergiert für z— |, 
vergl. (IT), also überhaupt für f>0, z <1; z ist als komplexe Variable aufgefaßt. 


Man multipliziere (III) mit 2" und summiere über r=0, 1, 2,...; es ergibt sich 
Ss W, ff)‘ = $ > 2" Wı+,.(f) (r + v) [5 (1 — A) Er a A 
r—=U r—=0 v—=0 _ \f f 
Man setze zur Abkürzung 
f' 
,=ı <a<ı (25) 
Es ergibt sich aus (24) 
n = (r+r)(r+r—1) (r+1) 
Pia) 2 —— — W,+r(f) (ze) (1 — x)” 
1 0 (0) v! 
or (1— x)’ = ; / in Ad-n) +4(W;. 
— > —_ E WHlf)(r+n)(r+r— 1)... r+1)@e)" = 2 DV (f,z2x), 
ob m re =0 #:! 
« (v) i \ op \ 
gemäß (23), D’(x,y) = — gesetzt. Es folgt also 
( yY’ 
Dita, = V(y,2zc +1 —- RR. :... 2. 5 
Man setze dı,ur)=- WP (u). 


1 
An Stelle der Variabeln /, &, z setze man entweder 1,f, z oder f, j 1+2—1)f; 
die erste Wahl ist für /<1, die zweite für /7 1 angebracht, in Anbetracht der Un- 
gleichung unter (25). Man erhält in beiden Fällen 
alf,e)= Pf -f) : : : 2... 5° 


Für ® (f,z) die Potenzreihenentwicklung (23) in (27) eingesetzt folgt nach der 
Maclaurinschen Formel 


{ee} nn 'r) l 
4 ee 
E W.(fer—=2} AL BEN RER, © 
r—=( r—( pP! 
und durch Koeffizientenvergleichung 
p\(_ ) r 
W.(f)= T r I 0 7% RE Bee (29). 


Pr: 


Aus der Gültigkeit der Potenzreihenentwicklung (28) für den Wertbereich 
f>®, z <ı und aus den Bedingungen (I) (II) kommen wir schließlich zu folgendem 
Resultat: Die Wahrscheinlichkeiten (22) sind, wenn die durch sie definierte 
Verteilung der Punktgesamtheit stabil sein soll, durch die Gleichung (29) 
gegeben, wobei W(«) eine in der Halbebene % (u) <0 analytische Funktion 
bedeutet, deren sämtlich Derivierten für reelle negative Werte von « reell 
und positiv sind; es ist ferner lim WY(w) = 1, wenn u von der linken Halb- 


u) 


ebene dem Punkt 0 zustrebt. 


| P' (uw) nimmt, wenn u durch negative Werte hindurch gegen (0 strebt, stets zu, da 
P' (u) >00 für v<o. 
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Es sei im ’()=-D .. 7 ae |; 
0 
endlich; dann ist D > u und es gilt gemäß (29) 
% o up) B_ } v 
EHE FEED 
r 0 r—] "; A m 


n rm 
r | u 
P ze 7 P(o)=fD. 


DD ist die durchschnittliche Anzahl der Punkte der Gesamtheit pro Flächeneinheit, d. h., 
kurz zesagt, die Dichte der Punktgesamtheit. 


6. Unabhängigkeit der Teilgesamtheiten. Daß die einzelnen Teile der Punkt- 
gesamtheit voneinander unabhängig sind, bedeutet, daß die Chancen der Verteilung 
an jedem Flächenstück unbeeinilußt von dem Ausfall der Verteilung an den übrigen 
Flächenstücken sind. Nehmen wir die Verteilung als gleiehmäßig an, festgelegt durch 
die Wahrscheinlichkeiten (72). Betrachten wir zwei Flächenstücke 7, und F;, von dem 
Flächeninhalt /ı bezw. f,, die zusammen eine Fläche # ausmachen vom Flächeninhalt 
fi + /=f. Sind die einzelnen Teile der Punktgesamtheit voneinander unabhängig, 80 
bleibt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß an f» genau n Punkte sich befinden, gleich 
W,(fa), unabhängig (davon, ob an der Nachbarfläche /ı 0 oder I oder 2 oder 3... Punkte 
sich befinden. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß an fi sich m und an fı 
sich » Punkte befinden, gleich IV’„(fı) W„(f»), und die Wahrscheinlichkeit dafür, daß auf 
f sich insgesamt r Punkte befinden, 


w (fı) W.(R) + Wı (fh) W,_[1 (ff) + ::. W, (fı) Wo (f) = WW, (fı + fa) (31). 
Hieraus folgt für die unter (?3) definierte Funktion ® (f,z) die Beziehung 
IA, )=P (fr) PD). . - | (32). 


Wenn irgendwelche Teilgesamtheiten voneinander unabhängig sind, so können 
fi, fa beliebig gewählt werden. Das Bestehen von (32) für alle Wertepaare fi, f, wo 
fı > 0, f: > 0, zieht bekanntlich die Gleichung 


D(f,z)= er‘: rs | (33) 
nach sich, wo 9 (z) eine gewisse Fıınktion von z ist. Soll noch die Verteilung stabil, 
also " (f,z) von der Form (27) sein. und auch (30) bestehen, so ist 

P (u) — eu, . (34), 

«) f2 2) — eD(z—1)/ 

Es ergibt sich aus (34), (29) 

PA | (35) 

Die Funktion (34) genügt den am Ende von Abschnitt 5 ausgesprochenen Be- 
dingungen. Die Formel (35) geht aus dem Ausdruck von P,* unter (18) hervor, wenn 
man darin 

Er ae ea a 


setzt. Man weiß, daß das zu (35) analoge Gesetz für eine bezw. drei Dimensionen die 
Verteilung der radioaktiven Zerfallserscheinungen in der Zeit bezw. die der in Brown- 
scher Bewerung befindlichen Teilchen in dem Raum regelt. 


7. Verteilung bei Chancenvermehrung durch Erfolg. Es sei ein Beispiel 
angeführt, worin das Verteilungsgesetz sicherlich nicht (35) sein kann. Zur Vertiefung 
der Begriffe der Pflanzengeographie haben die Botaniker!) statistische Aufnahmen 
folgender Art unternommen: An einer einheitlichen natürlichen Vegetationsdecke werden 
quadratische Flächen von gleichem Flächeninhalt f abgegrenzt. Innerhalb jedes Quadrates 
werden sämtliche darin vorkommenden Pflanzenarten bestimmt. Als Resultat der sta- 
tistischen Aufnahme wird angegeben, wieviel Quadrate insgesamt untersucht, welche 
Arten gefunden worden sind, und in wieviel Quadraten jede Art vorgekommen ist. Di- 
vidiert man die letztgenannte Zahl durch die Gesamtzahl der Quadrate, so erhält man 
einen Annäherungswert der Wahrscheinlichkeit, in einer Fläche vom Inhalt / mindestens 
ein Individuum der Art anzutreiien. Diese Wahrscheinlichkeit sei mit F/ bezeichnet. 
Es wird dieser Versuch mit verschiedenen Quadratinhalten f ausgeführt, wobei 4 offenbar 


', G. E. Du Riletz. Zur inethodolorischen Grundlage der modernen Pflanzensozioluele, Disser- 


tation. Upsala 1021. 








= 
, 
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mit wachsendem / zunehmen muß. Die folgende Zahlentaiel 2 bezieht sich auf eine be- 
stimmte Art und Vegetation!); sie enthält in der zweiten Zeile die empirischen Werte 
von H für 7 verschiedene Flächengrößen /, die in der ersten Zeile in m? angegeben sind. 
Die Zähler und Nenner der Brüche für 4 sind die beobachteten Zahlen selber. 


Zahlentafel 2. 





| FE Wr. . | 0,0001 0,0004 0,0025 :- 0.01 0.04 0.25 ) 
| h 19 02) 2083 121 104 232 
Hi, ME: 10 . 
1000 1250 1040 1300 300 210 240 
ar Pan naSE: | 60,18 35,29 21,73 16.098 12,91 10,30 3,40 


Gemäß (35) ist die Wahrscheinlichkeit darfür, daß an einem Flächeustück vom 
Inhalt f kein Punkt der Gesamtheit sich findet, =e ”/, und folglich die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß darin mindestens ein Individuum der (Gesamtheit anzutreffen ist, — 


Mr AR A u =; ° 


Berechnet man D gemäß (37) aus den in Zahlentafel 2 zusammengefaßitten 7 Beob- 
achtungen, so erhält man die in der Zeile III der Zahlentafel 2 befindlichen 7 Werte. 
Diese sind nicht nur sehr stark unter sich verschieden (sie sollten einander gleich sein), 
sondern zeigen einen unverkennbaren Gang, eine systematische Abweichung. Man ersieht 
daraus, daß in der vorliegenden Beobachtungsreihe // tatsächlich langsamer mit f an- 
wächst, als es nach der Formel (37) anwachsen sollte. 

daß das Verteilungsgesetz (35), das bei mannigfachen physikalischen Unter- 
suchungen sich so ausgezeichnet bewährt hat, in diesem Falle versagt, ist nach dem 
Vorangehenden leicht erklärlich. Die in Abschnitt 6 hervorgehobene Voraussetzung der 
Unabhängigkeit der einzelnen Teile trifit bier nicht zu; daß die Wahrscheinlichkeit 
dafür, auf der Fläche #' eine gegebene Anzahl Individuen zu finden, ganz die gleiche ist, 
ob an der Nachbarfläche Z' viele oder keine Individuen der gleichen Art sich finden, 
ist hier offenbar falsch. Vielmehr sind neben reich mit der Art bewachsener Flecken 
leichter benachbarte zu finden, in denen ebenfalls Individuen der Art vorhanden sind, 
als neben den von der Art total verlassenen Flecken: die benachbarten Flächenstücke 
werden gewissermaßen »angesteckt«. 

Die Funktion 


P (u) = (1 —ı& u) ": SC at a ee re 


genügt den in Abschnitt 6 ausgesprochenen Bedingungen («> 0); somit ist die durch 
die die Wahrscheinlichkeiten | 
er "D(D+a)(D+2a)... (D+(r—1). ER 
EEE EEE erh NEUE, ul ERROR : \ 
r! 
festgelegte Verteilung eine stabile im Sinne von Abschnitt 6. Setzt man, wie vorher 
unter (36), 
[D=h und fa=d, 


so geht Formel (39) in den Ausdruck von P, unter (14) über. Es ist anzunehmen, daß 
das Verteilungsgesetz (39), da der Struktur besser entsprechend, besser auf die angeführte 
botanische Statistik passen wird, als das klassisch gewordene Verteilungsgesetz (35), 
das übrigens der Grenzfall von (39) für «= 0 ist. An Stelle von (37) tritt jetzt die 
Formel | 2 
Bai1—-(1iraf) I 
und hierin nimmt H langsamer mit / zu, als in (37). 
Kine quantitative Kontrolle, die sehr viel Vorsicht und Mühe erfordert, ist im 
(ange. Zur Erläuterung des Hauptzedankens dieser Untersuchung ist das Beispiel wohl 
auch vor der Ausführung dieser Kontrolle geeignet gewesen. 242 


I) Gladonia eoceifera in Zahlentafel 23. G. E. Du Rietz a. a. ©. ') Seite 166. 
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Die tragende Wirbelfläche als Hilfsmittel 
zur Behandlung des ebenen Problems der Tragflügeltheorie. 
Von W. BIRNBAUM in Berlin. ') 


(Aut Grund von Rechnungen von W. Ackermann.) 


m folgenden wird gezeigt, wie sich die Prandtlsche Theorie des »tragenden Wirbels« 
im ebenen Problem der Tragflügeltheorie dazu verwenden lässt, die Verteilung des 
Aultriebs nach der Tiefe des Tragdecks in Rechnung zu ziehen und die Abhängigkeit 

dieser Verteilung von der Profilform zu finden. Dazu nehme ich den Uebergang von 
der einfachen tragenden Linie zur tragenden (unendlich dünnen) Fläche vor, rechne also 
mit der nächsthöheren Näherung (die dritte Näherung wären Flächenwirbel auf dem Rande 
eines Profils endlicher Decke Ö). Ersetze ich so ein vorgelegtes Profil durch eine in 
geeigneter Weise hineingelegte Mittellinie, so ergibt sich eine einfache Beziehung zwischen 
dieser Kontur und der Auftriebsverteilung. Für die Praxis eignet sich die Annäherung 
der Kontur durch eine Kurve dritter Ordnung. Man erhält dann hinreichend genau die 
Lage des Druckmittelpunktes und kann z. B. die für die Technik wichtige Bedingung, 
wann dieser bei Variation des Anstellwinkels seine Lage beibehält, aufstellen. Auch 
die Theorie des Doppeldeckers läßt sich mit tragenden Wirbelflächen durch lineare 
Operationen annähern und in gute Uebereinstimmung mit der strengen Theorie nach 
Kutta bringen 


1. Grundlagen. Der Flügel sei nun durch eine unendlich dünne, also flächen 
hafte Verteilung von tragenden Linien ersetzt, d. h. durch eine kontinuierliche Schicht 
gebundener (Prandtlscher) Wirbel, die bis auf die Eigenschaft, an den Ort gebunden zu 
sein, mit den bekannten Unstetigkeitsschichten aus freien (Helmholtzschen) Wirbeln über- 
einstimmt. Die grundsätzlichen Annahmen der Prandtl'schen 'T'ragflügeltheorie, daß die 

durch den Flügel verursachten zusätzlichen Ge 
schwindigkeiten klein gegen die Grundgeschwin 
digkeit » sein sollen, und daß immer nur die erste 
nicht verschwindende Ordnung der kleinen Größen 


Z ann. FR 1. in Betracht gezogen werden soll, gelten auch für 
a na die hier behandelten Aufgaben. Die Krümmung 

— und der Anstellwinkel sind daber als klein an 

’ | zusehen. Das Profil fällt also näherungsweise 

hy mit der x-Achse, die in die Richtung der Grund 
geschwindigkeit gelegt ist, zusammen (Abb. ı 

Mu, Seine Ordinraten y werden für die Berechnung 

Rückgrat« des Flügelprofils des Geschwindigkeitsfeldes aus der Wirbelvertei 


lung gleich Null gesetzt, da der Einfluß eineı 
Verschiebung eines Wirbels von kleiner Zirkulation um eine kleine Strecke y nur ein 
Glied Il. Ordnung ergeben würde. 

Das Profil soll sich von = — ! bis @=-+ 1 erstrecken, die positive y-Achse zeige 
nach unten, die Störungsgeschwindigkeiten parallel der &-Achse seien mit «, die nach de: 
y-Achse mit ır bezeichnet (um mit den Bezeichnungen der dreidimensionalen Tragflügel 
theorie in Einklang zu bleiben) Es sei nun 7= 7,,„= u. — u, als Funktion von x gegeben 
die Zirkulation pro Längeneinbeit der Wirbelfläche im unendlich kleinen oder deı 


Wo 
Sprung zwischen den Geschwindigkeiten u, und ws auf Druck- bezw. Saugseite ist, während 
I — | ydx die gesamte Zirkulation um den Flügel ist. Ein Wirbelflächenelement 7,., d 


Anm. des Verf.: Auf Wunsch meines verehrten Lehrers, Herrn Prof. Prandtl, berichte i« 
hier über einiee Rechnuneen, die Herr Dr. Ackermann bereits 1918 unter seiner Anleitung ausgefül 
Kriegsende in Göttingen liegen geblieben, da Herr Dr. Ackermann si 


hat. Das Konzept war seit 

seitdem andererer Tätirkeit zewidmet hat. Da meine Diss., über die ich später zu berichten hoffe, \ 
den Ackermannschen Rechnungen ihren Ausgang nahm, habe ich es gern übernommen, diese für d 
Druck zu bearbeiten 


"rarflügeltheorie, I. und II. Mitt., Gött. Nachr. 1918/19. 
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im 
de 


n . “ . , R n . 2 1 Y ) > n £ 
induziert dann an der Stelle x die Vertikalgeschwindigkeit i -——, also ist durch lineare 
20 —,. 
Ueberlagerung aller Elemente 
Hi 
ı ft: 0 ;. Ä 
wy=;-] > gas 2 . ’ i ö ° (1) 
—1 


die an der Stelle x induzierte Vertikalgeschwindigkeit. Von dem Integral ist der Haupt- 
wert zu nehmen, wie sich zeigt, wenn man w nicht auf, sondern in nächster Nähe der 
x-Achse (y=h) berechnet, und mit A zur Grenze null ibergebt. Mit Hilfe von ww läßt 
sich nun die kleine Ordinate y=y,,, der Wirbelfläche bestimmen. Die kinematische 
Grenzbedingung sagt aus (da keine Flüssigkeit durch den Flügel strömen darf), daß die 
Flügeltangente überall die Richtung der aus v und « resultierenden Geschwindigkeit 
haben muß, d. b. es muß bis auf kleine Größen höherer Ordnung gelten 


r 


dy W | 
ig ik zus z— , U x) = fe d XL . . R - a (5% 
n 


dz ® 


Y:„, Ist also dann bis aui eine unwesentliche Konstante die Kontur des Flügels, oder die 
Gleichung seines »Rückgrates«, wenn man damit eine möglichst symmetrisch gelegene 
Mittellinie des Flügels bezeichnen will. Uebrigens könnte man auch zwecks Berechnung 
eines Profils mit endlicher Dicke die Kontur durch eine in erster Näherung in der 
x-Achse gelegene passende Quellenverteilung zum Profil »aufblasene. 


2. Wirbelverteilung und Lufikräfte zu gegebenen Konturen. Ich habe ge- 
zeigt, wie man zu einer gegebenen Wirbelverteilung 7 die zugehörige Kontur y findet. 
In der Praxis wird es sich meist umgekehrt darum handeln, zu einer gegebenen Kontur 
die Wirbelverteilung zu bestimmen. Es zeigte sich, daß es praktisch ist, y nach den 


Betzschen Grundfunktionen „—=x"VY1l—x°”, n=1,2,..., die schon für die Zirkulations- 
verteilung über die Breite einer endlichen tragenden Linie gute Dienste leisteten, in eine 
ge 


Reihe zu entwickeln, 7= ec, 7. Die y. lassen sich auch normieren und orthogonalisieren, 


0 


so daß die Koeilizienten der Reihe sich bei willkürlich vorgegebenem y nach dem ver- 


allgemeinerten Fourierschen Verfahren finden lassen'!). Die ebene l"läche läßt sich durch 
endlich viele 7. nicht realisieren, vielmehr entspricht ihr die Wirbeldichte 
I+ßx | ’ ’ 
Y=0-— —=aVı ziıL+pxr (1+x2°+4 A ‚+27 +...), 
) Yo p* . 


wo ap den Anstellwinkel bestimmt, so daß eine Konstante noch willkürlich ist. Diese 
l,ösung ergibt aber vorn und hinten je eine Saugkante‘), Da bei stationärer Strömung 
die Luft hinten glatt abfließen muß, so bestimmt sich 5= — 1 und die Wirbelverteilung 


MO a 1 L ° rn . ir . Sy 
des ebenen Flügels wird y=a y' mit der aus der strengen 'T'heorie geläufigen Saug- 
r x 


kante bei © = —1. Da eine Aenderuang des Anstellwinkels bei der anzuwendenden 
linearen Ueberlagerung der Hinzufügung einer ebenen Kontur entspricht, so ist es für das 
Folgende praktisch (um nicht die c, abändern zu müssen), der Reihe oben das Glied der 
ebenen Kontur vorzusetzen. Bricht man die Reihe dann mit y, „ ab, so ergibt sich für 
y gerade eine Parabel n. Ordnung, so daß man gegebene Konturen beliebig gut an- 
nähern kann, 
| - £ 4 5) ' 2 « 
=ay +-Vı ek tat... rc ,C FT.» 0. . (3); 
x 


n—2 
Jam’ +... Hm" . . a ae 


Ich komme weiterhin zu den Luftkräften, die ich für ein Stück des Flügels von 
der Länge 1 (— halbe Flügeltiefe) in Richtung der z-Achse berechne, indem ich die Jou- 


') Vgl. hierüber den 1. Teil meiner Gött. Diss. über »das ebene Problem des schlagenden Flügels«, 
die von der Universitätsbibliothek zu Göttingen und der Staatsbibliothek in Berlin leihbar ist. 


®) Vergl. Grammel, Hydrodyn. Grundlagen des Flugs, Braunschweig 1917, 8. 32. 
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kowskvsche Formel auf jedes Flügelement anwende. So erhalte ich für den Auftrieb X, 
sein Moment M im Ursprurg und den lDruckmittelpunkt x: 


| f | M 
K=-ovl=o "| vdı (5), M=ovovM—=pv vedı (6), 0 m (7 
; 
1 


a) 


Der Widerstand W = | ywdza ist quadratisch in den Koeffizienten der Reihe 


J 


. 


| 
für %. Er ergibt sich, wie es schon auf (rund des Energiesatzes im ebenen Problem 
sein muß, zu null, wenn man noch die an der Vorderkante auftretende Saugkraft vom 


a? 


Betrage or in Rechnung setzt. Diese erhält man auch mit Hilfe eines Grenzüber- 


: ’ Ge. 0 . 
gangs aus der Wirbelverteilung 7 — «a ‚@>0, die eine bei x=—- | haken- 
a l+ı ta 
föürmig nach unten abgebogene Kontur liefert (vgl. hierüber den Anhang meiner oben 
zitierten Diss.). 


3. Durchführung für die ersten Näherungen. Der große Vorteil, der sich 
durch die entwickelte Methode vor der strengen Behandlung mit Hilfe der konformen 
Abbildungen ergibt, ist der, daß die Beziehungen alle linear gemacht sind, so daß auch 
komplizierte Fälle durch lineare Ueberlagerung ohne jede weitläufige Rechnung behandelt 
werden können. Diese für die Praxis äußerst vorteilhafte Einfachheit wird noch deut- 
licher werden, wenn ich jetzt dazu übergehe, die Rechnung für die drei ersten Funktionen 
wirklich durchzuführen und eine gegebene Kontur in geeigneter Weise durch eine Kurve 
3. Ordnung anzunähern. Die ersten drei Funktionen, die ich von jetzt ab 7., ,, /. nennen 
will, sind im folgenden mit den zugehörigen Beiwerten zusammengestellt und auf- 
gezeichnet (Abb. 2). 





| 2 
} ri | « | 
I U  — tl (?’ 
2 2 2 
| ı /x° x 
Yız x Yı — ! y. = ( 
; v iv zv\3 2) 
7T : 
/ : 7 / / () 
> (x\ 
J*» 
. Jr 
M_; \| 0 \] 
) x 
” „ T pP 
N. Hova A DV - K 0 
7 7T 
M 0V M () M.= 0% 
2 £ S 
I 
"| - Li =U—U Le == % 


7 


Aus ihnen sind mit drei Zirkulationskoeifizienten «a, b, c Zirkulation, Vertikal- 


eeschwindigkeit,. Kontur, Auftrieb und \Moment linear zu kombinieren: 
} AYa 1 h Yu trCYe v=aw +bun +ew y=-AYa-t h Yı + c Y: 
‚ 1 r M (9). 
K=ak,tbK,+cK M=aM.,+bM,-+cM. 2 = z 
\ d 


An Stelle der 7; können auch irgend drei linear unabhängige Kombinationen aus 
ihnen als (rundfunktionen benutzt werden. Es ist z. B. vorteilhaft, an Stelle der 


Funktion y. zu setzen y. = y.+ 7... Dann ist 


1 . | ‘ ‚ | 1 
u‘ (x: ) „ — IX \%X° 1 I e = ovara M, VUN 
Er. 3 bvV 6 24 
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x Te rt Fr a 





La 
& f ! 
Abh. 2 
Wirbelverteilungen y, induzierte Vertikalgeschwindigkeiten w und Konturen 
und mit 
f C Pr ’ R f y1r 
GA wird y=ay t+byy+cYy, y=ay+tdby+ cy. usw . (10). 


6 
Die Endpunkte der Konturen „, und ,y. liegen nämlich gleich hoch, so daß die 


Flügelsehne der (sesamtkontur y horizontal liegt, wenn a = (0) gesetzt wird; «a hängt also 
a b 


nur vom Anstellwinkel « ab. Die Flügelsehne hat die Gleichung „= a re also 
sta —=2va. Da der Ursprung bei 

der gewählten Bezeichnung stets der 

Kontur angehört, so ist die Höhe / u. 

der Konturmitte über der Flügelsehne . . u? 

nur von b abhängig. / darf bei kleinen a Denn 


Ordinaten mit dem Winkel 5 zwischen 

Flügelsehne und Sehne der hinteren 

Flügelhälfte verwechselt werden, also 

istb=4fv=4Pßv Es fehlt nur 

noch ein Parameter, durch den allein 

bestimmt ist. Als solcher ergibt sich 

der Winkel d, den die Halbierende Abb. 3 
des Winkels zwischen den Tangenten Kontur 3. Ordnung 

in den Endpunkten der Kontur mit 

der Flügelsehne bildet, denn dieser verschwindet identisch in a und b; es folgte = 3vÖ 
(vergl. Abb. 3). 

Es ist bejuem, eine gegebene Kontur durch eine solche 3. Grades zu ersetzen, 
die mit ihr den Anstellwinkel und die Winkel £S und 7 der Endtangenten mit der Sehne 
gemeinsam hat; der Winkel » zwischen diesen ist in a’ und c identisch null und ergibt 
sich zu®o=4P, wenn man die Parabel y, durch ihren Krümmungskreis im Ursprung 
ersetzt. Aus der Figur 3, die in überhöhtem Maßstab gezeichnet ist, liest man dann 
leicht die folgenden Beziehungen ab: | 


Sr 





Er, Ze 0 0 
D sr, RAR: , f br I — 2 I — 
p=°+, u —, y= (a +,)® Bc? „ee K=opı z(2« 2D „d); 
a. / I £ | +8. 
M—- —-ov?’n («+ 8), „—n(: +38 —-—-Ö),dF=2,ı Ku Il) 
L Q | p) 16 (a pP - w 
Die Auftriebsbeiwerte vv z=ına und OO u 8 f in den Fällen a) und b). je für 


sich lassen sich leicht mit der strengen Theorie (vergl. Grammel, Die hydrodyn. Grund- 
lagen des Fluges, S. 60 und $. 73) zur Deckung bringen, wenn man dort zu kleinen 
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Winkeln übergeht. Der Druckmittelpunkt x; wandert im allgemeinen bei Veränderung 
von &@. Es gibt indessen auch Konturen, bei denen x, von «@ unabhängig ist, z. B. die 
ebene Fläche. Ueberlagere ich der ebenen Fläche die Parabel by,, so verschiebt sich ıı, 
nehme ich noch cy. hinzu, so läßt sieh c so bestimmen, daß die Verschiebung gerade 
wieder kompensiert wird. Die Bedingung dafür folgt aus 


OX A, Ö _ 'e) > ' te) i = 
-— —— —0,d6=-—ß oder & — 7n mu, 
Od da+4d- 0)? hi 
| 4a ar N i 
x = T y=|(t+ P)e+ Pat -dx a 12). 
Für den Anstellwinkel «:  P ergibt jede solche Kontur, die dann die Form 
y=P (® H oc“ - x’) hat, A=M=0,d.h. M 0, für alle Bezugspunkte, obwohl die 
h RN En R 
einzelnen Zirkulationskoeifizienten a’ — — Pv, b=4Pv, c=—SPov alle von null 


verschieden sind. Auftrieb und Moment sind dann zwar für einzelne Flügelabschnitte 
endlich, heben sich aber im ganzen völlig auf, so daß nur innere Spannungen im Flügel 
auftreten. Solche Konturen erhält man auch,’ wenn man zu höheren Gliedern in der 
Reihe der 7. übergeht, und es dürfte sich empfehlen, an Stelle von y,„ eine lineare Kom- 
bination aus dieser und niedrigeren Grundfunktionen so einzuführen, daß A, und M, 
verschwinden. Dann werden Auftrieb und Moment durch «a, 5, ce allein bestimmt, wäh- 3 
rend alle übrigen Koeffizienten nur noch zur Verfeinerung der Kontur dienen. 
Von Interesse ist vielleicht noch, daß der Auftrieb eines Profils dritter Ordnung 
gleich dem eines ebenen Flügels ist, der parallel zur Winkelhalbierenden der Tangenten 
in den Punkten 0 und 1 angestellt ist, denn es gilt 


/ ! Ö ” 9 
y(1 Vo) 4dR=(d+ P . IR DU’NM .2G, 
- Aeie 4 5 


Mit Rücksicht auf die folgende Rechnung für den Doppeldecker bestimme ich als 


. 2 ’ ‚ : n 2 . m 1 
weiteres Beispiel die Kontur aus ihren Tangentenwinkeln in den Punkten &ı = — — Y3, 
7 
E22 a’ c b Bi. u 
x = U, I = v3, also AUSB & == Ya ‚y= — — It —— .. Es 1st 
2 >, 2v 6 v 2v 2v 
a’ h 5 5 c a’ | x a’ h 2 D- 
tt ua tn 
2vV tv 24 v 2v b v 2v tv 24 © 


Löse ich nach a, b c auf und führe ich zugleich statt dieser Größen neue Kom- 


. . : a b ( i , 
binationen der «; in der Gestalt 7, = -, = _—, = ein, 50 erhalte ich 
2v 2v 2v 
5 2 ’ 
71 ze dig —- (ei; — (ts ) ad = 2 ® T| 
u I 
| 
29 = (3 — cı) b == 2 77 : : e . (13). 
4 2 | 
G=— da —+ (&ı + 03) C=2VU0T 


“ 
«) u) J 


Ersetze ich so eine beliebige Kontur durch eine solche dritter Ordnung mit den- 
selben Tangentenwinkeln in &ı X&s &;, so habe ich implizite die nächsthöhere Wirbel- 
verteilung mit berücksichtigt, auch wenn ich ihren Koeffizienten nicht kenne. Als vierte 
Grundfunktion wähle ich nämlich 





| u I ı/l—-x 
Ya Ya Ya za 0" Vı —ıc — V ——, 
4 } 1 —ı 
Diese Verteilung liefert 
r 1 z 2 
Kal. Mı=Dd. W(x) = ti (©? — ) UC(x). 
F > 1 % 


In Worten, ’.' liefert weder Kraft noch Moment, noch trägt sie zu den Tangenten- 


‘ 


winkeln in den Punkten x&ı X; x, etwas bei, welches auch ihr Koeffizient sei, d. h.’ durch 
die getroffene Wahl der Stellen z, & x; erreiche ich eine bessere Annäherung, als sonst 


i 


mit einer Kurve dritter Ordnung zu erzielen ist. 
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4. Doppeldecker. Etwas schwieriger als 
ier Eindecker läßt sich nun der Doppeldecker mit 1 | ya 7 
| ragenden Wirbeln rechnen. Hier sind die vom x e | 
: ‚nderen Tragdeck herrührenden induzierten Hori- 
ontalkomponenten « nicht mehr zu vernachlässigen, 
iberhaupt sind die induzierten Geschwindigkeiten 
‚ußerhalb des Flügels nicht so einfach darstellbar 
vie bisher (das ist aber auch die einzige Un- rn 
ınnehmlichkeit, die bei entsprechendem Rechen- ER 
‚ufwand stets zu bewältigen ist), Ich bestimme 
lso zunächst im Aufpunkte (.r, y) (Abb. 4) die in- 
duzierten Geschwindigkeiten für einen Flügel der 
bisher behandelten Form. 


4 
u 


& 








Abb. 4. Doppeldecker 


Vi 


Die Integrale lassen sich durch elementare Funktionen auswerten; unter der Vor 
aussetzung, daß der Abstand der Flügel nicht zu klein ist (rn > 1), wird indessen die 


. .. . u . 
numerische Durchführung einfacher, wenn man nach entwickelt: 


Y 


. f? r . . “ 
sin ( “ sin 2 we sinng ut u 
2ınuv—= — fras Ira jy gr-1dE 
Fa Pr p”® 2 
—] — ] — ] 
"3 1 3 
cos ( “ cos 2 ı% | ae cosnN ( Te 1 = 
Irrtum + Pfyas + Ir5ds + + Aiv$ ds-+ 
r . si . “ 
— ] — ] —_ | 


| 
Den Ausdruck M” I; <n dE& kann man als Moment nter Ordnung der Zirkulation 


— 1 
bezeichnen. Für diese höheren Momente und weiter für die induzierten Geschwindig- 
keiten findet man in den drei Grundfällen die folgenden Werte: 





N — ) Dom, N=2m. BEE 2 u —1 
ee } ‚y 
” { — 7m N=2m—|1. ! BRIEF a 2 u 
1) — wo N 2m—1. q Du 
2 Sea  — . 
| (m Amy n=2m. 2u +2 
\ — ‘) uns / / 
\] N — \ 77 Amy N — ı m ® M () Ra M®) a l N] (n) 
( [) : n=2m. 1 i 
- sin 2 m« sin (2? m-+1)« a cos 2m cos (2m]1)« 
\ 7 7 \ 7 / 
ö UN= = Pın a — . ® zZ WW, == 1 u) m 5 n . 
. rm yzm 7 1 M \ rz m pe m \ 
Sj 2 1) «< - eos (2 m + I)«c 
\ sin (Z m + 4 Fr h x h Z 7 
—— — . MH = 2 
Ur Er Im r2 m 4 1 . - h r Im 2 Mm L 1 
S z (14 
- sin 2 mg u cos 2 + mı« 
u — 2 4 r: u — 2 Im / ) 
„Im I r2 m 
() r 0 
} 1 l 
Vu = u + Un  =W. tr Wu 
6 6 


Ich untersuche nun damit den Doppeldecker mit dem Abstand h der ungestaffelten 
ebenen Tragflächen, und zwar bei einem so kleinen Anstellwinkel @, daß von der durch 
die Drehung des Apparats entstehenden Staffelung abgesehen werden kann. Die Zirku- 
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lation um jeden Flügel (die Werte für den unteren Flügel mögen überstrichen werden, 
setze ich wieder aus 7. 7» y. zusammen und habe zu diesem Zwecke für jeden Flügel 
3 Koeffizienten a be und a@ be zur Verfügung. Ich kann also bei jedem Flügel die 
kinematische Grenzbedingung an dreı Stellen streng erfüllen. Dazu wähle ich aus den- 
selben Gründen wie oben die Stellen x&ı & &; und habe in unserm Falle für beide 
Flügel = =-ßg=«, also new, nn —=7z—=0. Da we, ,) =W(e,-,) ist, so werden 
wegen Vernachlässigung der Staffelung die induzierten Vertikalgeschwindigkeiten oben 
und unten gleich, dasselbe wird also auch von den Zirkulationskoeffizienten gelten. Lasse 


° Y . . ° . d, 
ich zur Vereinfachung in wi...) das A weg und setze ich weiter = ' usw., so lautet 
2v 
das Gleichungssvstem, aus dem sich a‘, b, c,... bestimmen, für den oberen Flügel: 
DE ' [0 4 4 10 
ıı —=U a do | Warla 7 Wax t Wuılry + bo ( Wb(lx) # Wb(x.) T Ub (to) 
y I) Q ( g o Q . 


+ & ( We) +: ) 
y | 


Ya 7; 0—-V3% + a0 (2 Walz) — 2 Walz,)) + 0° (2 wole,) — 2 Wu(a,)) + Co (2 We (az) — 2 Wel« 
rt 8 e 64 
z—=-l = 0-4 % ( Walz, -+- — Wa (x) — Walz ) + Dn IW ı) +... 
| ) 
Co \ I x, Be re 
3 
Hier darf ich, wie erwähnt, & = « usw. setzen, wie auch sofort daraus hervor- 


eeht, daß das Gleichungstripel für den unteren Flügel einfach durch Vertauschung der 
beiderseitigen Zirkulationskoeffizienten hervorgeht. Aus den Lösungen dieser Gleichungen 
erhalte ich nun, wie früher, Auftrieb, Moment und Druckmittelpunkt. Dabei ist aber 
noch zu beachten, daß die Zusätze « zur Horizontalgeschwindigkeit, die für die beiden 
Flügel entgegengesetzt gerichtet sind (u. : U/x.—y), Auftrieb und Moment (Kı, Mı) 
ein wenig verändern, so zwar, daß die Zusatzauftriebe und -Momente (Ks, M;) entgegen- 
gesetzt gleich sind, in der Kräftesumme also wegfallen. So erhält man 





3 12 
ri 
RK; K. = 0 yudı M, = M; —= op | vugeda ) (15). 
r 
K=K4,+&: K=-Kı, -R M= Mı + M; M-—M, M: 


Ein Widerstand darf sich bei unserm Ansatz nicht ergeben, erst mit Berücksichti- 
gung der Staffelung würde der obere Flügel einen kleinen Widerstand, der untere den 
entgegengesetzten Vortrieb ergeben. Da sich die Lösung in voller Allgemeinheit nicht 
explizit hinschreiben läßt (k kommt nicht linear vor und die Zusatzkräfte müssen durch 
Näherung, etwa nach der Simpsonschen Regel, ausintegriert werden), will ich zum 
Schluß für den speziellen Fall A= 2 die Ackermannschen Resultate angeben und mit 
der strengen Theorie bei Grammel aa. 0. S.5s4 u.f.,, vergleichen. Die induzierten 
Vertikalgeschwindigkeiten und danach die Zirkulationskoeffizienten erhalten die Werte 








u U U 
do = 0,9165 Ü, 
rc — 0). 0359 0.0405 —(), 0149 TER 
-] ) ) . l bh — _ 0.1397 d, 
20.2 0.0527 () 0.005? co = 0,0413 0, 
003 0,1079 0,0405 0,L0»O 





Im wesentlichen ist die Zirkulation, also die der ebenen Fläche, wie früher, mit 
kleinen Zusätzen der Fälle 5 und c. Für den Gesamtauftrieb ergibt sich 
2>Kı=?20v’nr1708«. 
Dieser Wert stimmt genau mit dem Grammelschen P = 2pv’za@2L, L= 0,54, 
überein. As wird in « quadratisch, da 7 und rn linear mit « wachsen. Es ergibt sich 


2 = kK— K=141780v°’ 0°. 
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Grammel erhält mit '/; vH Abweichung 9, — DD, =4nrnv’aL; L = 0,331, also 
D, — D; = 4,160 ov?«a°. Für das Moment erhält man 
2 M, = 0,9134 -2ov'na. 
1; | x £ ’ 
Nach Grammel ist 0; = -1,070 und daraus 2 J/, — 0,9135 » 2ov’rza. Die 


) 


strenge Theorie sagt nichts aus über das zusätzliche Moment M,;, für das unsere Ansätze 


32 = M— M= 1,1739: 2 go v’w° 
ergeben, ein Wert, der natürlich verschieden von A, x, ausfällt, da die Zusatzgeschwin- 
digkeit « nicht konstant über den Querschnitt verteilt ist. Ich hoffe, damit gezeigt zu 


haben, daß sich der Doppeldecker auch ohne elliptische Integrale mit für die Praxis 
sicher hinreichender Genauigkeit durch die linearen Methoden der tragenden Wirbel- 
flächen behandeln läßt. 


Zittau, im Dezember 192?, I658 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Über die Bestimmung der kritischen 


Drehzahlen von elastischen Wellen und deren Stabilität. 
Von THEODOR PÖSCHL in Prag. 


schaffener Maschinen mit rasch umlaufenden elastischen Wellen und auf diesen 

aufgesetzten Scheiben beobachtet wurden, gaben die Veranlassung für die eingehen- 
dere dynamische Untersuchung der damit in Zusammenhang stehenden Fragen und führten 
insbesondere zur Aufrollung der drei folgenden Problemgruppen: 

a) Die Ermittlung der Gleichgewichtsform von Wellen, unter dem Einflusse 
der Fliehkrait der Scheiben als Belastung, bei einer bestimmten, vorgegebenen 
Winkelgeschwindigkeit ®. 

b) Die Aufsuchung der kritischen Werte w, von w, die sich durch vermehrte 
Unruhe des Laufes der Welle kundgeben; sie sind mathematisch dadurch 
gekennzeichnet, daß für sie unter der Annahme der elementaren Biegungs- 
theorie gerader Stäbe die Durchbiegungen unendlich oder unbestimmt 
werden. 

c) Die Frage der Stabilität einer vorgegebenen (d. i. nicht nur der »kritischen«) 
Bewegungsform der Welle, d. i. die Untersuchung des Verhaltens dieser Be- 
wegung bei irgend einer »Störung«, oder anders ausgedrückt, das Verhalten 


DD" Störungserscheinungen, die beim Betriebe der Dampfturbinen und ähnlich be 


der »Nachbarbewegungen« zur vorgegebenen. — Die Frage nach der Stabilität 
ist von a) und b) vollständig zu trennen — die Nichtbeachtung dieses Um 


standes hat in der Literatur vielfach zu Irrtümern Anlaß gegeben. 


Die bisher vorliegenden Lösungen dieser Fragen wurden unter Zugrundelegung 
verschiedener Voraussetzungen über die Anordnung der Massen längs der Welle, über 
deren Verhalten bei der Durchbiegung und über die Lagerung der Welle erhalten. Der 
vorliegende Bericht behandelt diese Lösungen nach folgender Gliederung: 


I. Einzelne Punktmassen und einzelne Scheiben mit Achsen parallel zur 
Lagermittellinie (d. i. ohne Kreiselwirkung) und mit Achsen, welche die Biegung der Welle 
mitmachen (d.i. mit Kreiselwirkung). Einfluß des Eigengewichtes bei liegenden Wellen. 

Il. Mehrere verteilte (diskrete oder kontinuierliche) Massen, d. h. Voraus- 
setzung der Wellen als mit Masse belegte oder besetzte Linien und kontinuierliche 
Scheiben ohne und mit Kreiselwirkung. Ausführungen für besondere Fälle. Versuchs- 
ergebnisse. 


In allen bisher behandelten Fällen wird die Welle als ein stabförmiger, biegungs- 
steifer Körper angenommen, der in einer Anzahl von Stellen, und zwar entweder frei 
(d.h. mit unbehinderter Neigung der Tangenten an die elastische Linie) oder ein 
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gespannt (d. h. mit vorgegebener Neigung der Tangenten in den Lagerstellen) so auf 
liegt, daß ihre Rotation durch diese Lagerung nicht behindert wird. 

Die Winkelgeschwindigekeit ® wird in jedem einzelnen Fall als konstant an- 
genommen; der Verlauf der Vorgänge bei veränderlicher Winkelgeschwindigkeit, also 
etwa in der Phase des »Anlaufens« einer Maschine scheint bisher nur unter gewissen, 
sehr vereinfachenden Annahmen behandelt worden zu sein'), 

Kennzeichnend für die Beschaffenheit dieser Probleme a) b) ec) ist vor allem der 
Umstand, daß die Belastung der Wellen durch die Fliehkräfte m ®?o von den Durch- 
biegungen 0 selbst linear abhängt, ebenso wie die elastische Kraft der Welle bei kleiner 
Durchbiegung dieser Durchbiegung proportional ist, also —=«@g gesetzt werden kann; 
darin liegt der Grund dafür, daß es sich hier um lineare Eigenwertprobleme han- 
delt; für ihre Behandlung können die aus der Lehre von den linearen Diiferential- und 
Integralgleichungen bekannten Ergebnisse in weitem Ausmaße verwertet werden. 

Als allgemeines Ergebnis der Betrachtungen sei schon an dieser Stelle vermerkt, 
daß für die Aufsuchung der kritischen Geschwindigkeiten lediglich die Verteilung 
der Massen längs der Welle maßgebend ist; dagegen kommt es bei der Stabilitäts- 
untersuchung ganz wesentlich auch auf die Trägheitsmomente der dabei meist als 
Scheiben behandelten Massen an. Die Frage der Stabilität ist übrigens bisher nur unter der 
Annahme einer einzelnen Scheibe auf der Welle (ohne und mit Kreiselwirkung) in einiger- 
maßen beiriedigender Weise behandelt worden. 


I. Eine Punktmasse und Scheibe. 


1. Gleichgewicht und kritische Geschwindigkeit. Wenn o die Durchbiegung 
der Welle unter der Fliehkraft der Masse m an der Stelle dieser Masse ist, so liefert 
die Bedingung für das Gleichgewicht zwischen der Fliehkraft m ©’ o und der Federkrait 
«0 der elastischen Welle unmittelbar die Gleichung 


moa?o=&o, oder (mw? — a) o=0 . . . .. 0... 


Wenn daher m o’=«, oder & = 0, — Vu, m, so besteht Gleichgewicht für jede 
Ausbiegung der Welle; man spricht in diesem Falle von »indifferentem .Gleichgewicht« 
und nennt ®, die »kritische Geschwindigkeit« der Welle. Für jeden anderen Wert von 
© ist 0 — 0, Gleichgewicht also nur für die gerade Form der Welle möglich. Der Wert 
von « hängt dabei außer von der Steifigkeit der Welle noch von der Art der Äuflagerung 
und von der Stelle ab, wo sich die Masse m befindet ?). 

Dieses wenig befriedigende Ergebnis beruht auf einer allzu weit getriebenen Ver- 
einfachung (Idealisierung) des Problems und kann in verschiedener Weise abgeändert 
und auf eine Form gebracht werden, die den auf diesem Gebiete gemachten Beobach- 
tungen angemessener ist. Bisher wurden Erweiterungen des Ansatzes in zweierlei Hin- 
sicht durchgeführt, die beide eine verbesserte Einsicht in die auftretenden Verhältnisse 


“ermöglichen (insbesondere was die sogleich anzuschneidende Frage der Stabilität betrifft): 


entweder es werden von vornherein kleine Exzentrizitäten gegenüber der idealen achsen- 
symmetrischen Lagerung der Scheibenmassen zugelassen, oder es wird an Stelle der an- 
genäherten Gleichung der elastischen Linie, die nur für kleine Ausbiegungen gilt und 
auf das lineare Gesetz der Federkraft der Welle führt, die exakte Gleichung der elastischen 
Linie verwendet. 


2. Exzentrisch befestigte Scheibe. Wenn man nach dem Vorgange von 
A. Föppl’) annimmt, daß der Schwerpunkt der Welle nicht exakt mit ihrem Durchstoß- 
punkt A durch die Scheibe zusammenfällt, so erhält man das folgende Problem (Abb. 1): 
Der Schwerpunkt 8 der Scheibe ist auch hier der Ängrifispunkt ‘der nach außen 


Y 


wirkenden Fliehkraft #— m »°o der Scheibenmasse; wern angenommen wird, daß S um 


) ©. Föppl, Sehnell umlaufende Rotoren und kritische Geschwindigkeit. Z. f. d. ges. Tur- 
binenwesen. XIII, 1916, S. 61 u. 75, und Kritische Schwingungen von schnell umlaufenden Rotoren, 
ebenda, XV, 1918, S. 157 u. 168. 

, Man vergleiche die Zusammenstellung der möglichen Lagerungen z. B. in der »Hütte«, 1. Bd, 
21. Aufl., S. 564 bis 567. Zu dieser wären auch die Fälle mehrfacher Auflagerung (kontinuierliche 
Trärer) hinzuzunehmen, für die der Wert der Konstanten @« von den Trägerlängen in den einzelnen 
Feldern abhängt und im einzelnen Falle nach den bekannten Methoden leicht angegeben werden kann. 

3, »Das Problem der Lavalschen Turbinenwelle«, Ziviling. 41, 1895, S. 332 bis 342, und 
»Vereinfaehte Darstellung meiner Theorie der Lavalschen Turbinenwelle«, ebenda, 42, 1896, S. 249 bis 
252, auch Vorlesungen über Technische Mechanik, IV. Band, 4. Aufl, 1914, 8. 277 ft. 
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as Stück WS =e gegen den Durchstoßpunkt W 
ier Welle exzentrisch liegt, dann ist die elastische 
(raft X der Welle in der Form «@ (po — e) anzusetzen, 
ır Angriffspunkt ist W und ihre Richtung weist 
enkrecht gegen die Lagermitte OO nach innen zu. 
ie Scheibe wird als dünn angenommen, in der 
litte der Welle auf diese aufgesetzt und verschiebt 
ch bei den betrachteten Bewegungen in ihrer 














mag=al@—-e .. . (2), # | 
ınd nach Einführung der schon in 1 verwendeten 
Bezeichnung «= m ®,’ und von 0/9, —P: 
wm; , , 
0 —_— 5 ‚e= er : (3), 
dx“ — 0“ 1 — 2? 


Y 





Für o<o, P<1ist o>0 (Abb. 1a), für 
0 — 0%, A=1 ergibt siche=», was auf die Sin- 
rularität dieses Falles hinweist; für > o,, PD>1, 
ist e<{[0 anzunehmen, d. h. A liegt jenseits von $ 

\bb. 1b); insbesondere ist fürro =», =» :0—=(, 
I. h. bei rasch (d.h mit einer über der kritischen liegenden Winkelgeschwindigkeit) um- 
ıaufender Welle nähert sich N immer mehr der Verbindungslinie der Auflager, d. h. die 
Welle rotiert nahezu um den eigenen Schwerpunkt (de Lavals Prinzip, 1553), welche 
Erscheinung auch als Selbstzentrierung bezeichnet wird. 

Die kritische Winkelgeschwindigkeit o;,= Y«/m ist also bedingt durch die 
Konstante @ der Welle und durch die Größe der auf dieser aufgesetzten Masse m, und 
stimmt in diesem einfachsten Falle überein mit der Winkelgeschwindigkeit, die der 
elastischen Eigenschwingung der (als masselos betrachteten) Welle entspricht. 


A. Föppl gelangt zur kritischen Gosehwindigkeit durch eine Betrachtung, die auf 
die Einführung einer »erzwungenen Schwingung« hinauskommt. Setzt man in den Be- 
zeichnungen der Abb. 2: = 0 (oder =n), so lauten die Bewegungsgleichungen des 
Schwerpunktes S der Scheibenmasse »n nach den Richtungen & und y 





[2223/250\ 


Abb. la und 1b 


Mm x ae -+p)! ' 7 
my: a(y+gq \ | 


Nun nimmt A. Föppl an: p=e cos wtf, g=esin wt, betrachtet also die Scheiben- 
nasse gleichiörmig mit der Winkelgeschwindigkeit ® gedreht; die Gleichungen lauten dann: 


.. Mt A 
x + = e cos @t 

m ö m Rn 
e> [24 a e ( ); 
y+ yz=——e sin 0! 


[77 IE 


ınd dies sind die Gleichungen einer erzwungenen Schwingung. Ihre Lösung lautet, wenn 


wieder «a/m = ®,, 0/®, = ß gesetzt wird, und A... . D willkürliche Konstante sind 
a e 
cx—=Asin &,t+B cos 0,t-+ — cos of 
tl Ns 7 
y=ÜCsin 0,?+D cos 0,?!+ a; sin of 
Bu 
lie für #?=1 die als »Resonanz« bekannten Eigenschaften zeigt. Diese Bewegung be- 


steht aus einer über eine elliptische Schwingung der Welle (Eigenschwingung) ent- 
spreehend der Winkelgeschwindigkeit w, gelagerte Kreisschwingung mit der (erzwingen- 
ien) Winkelgeschwindigkeit ®. — Die Grundschwingung ist als elliptische von Stodola’) 
'eobachtet worden. Unter dem Einflusse der stets vorhandenen Dämpfung (Luftwider- 
tand, Lagerreibung u. dergl.) klingt diese Grundschwingung übrigens rasch ab und es 
bleiben nur die letzten Glieder übrig, die die typischen Kennzeichen einer »erzwungenen« 
Schwingung zeigen. 


3. Stabilität. Der in Abb. 2 idealisierte einfachste Fall ist zugleich auch der ein- 
'ze, der hinsichtlich der Stabilität eingehender untersucht worden ist. Zur Ent- 
'heidung der Frage, ob die Bewegung der Welle bei irgend einer unter oder über 
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der kritischen liegenden Winkelgeschwindigkeit stabil ist oder nicht, stellt die analytische 
Mechanik im wesentlichen zwei Verfahren zur Verfügung, die Methode der kleinsten 
Schwingungen und das Energiekriterium'). 

A. Die Methode der kleinen 
Schwingungen untersucht die Beschaffen 
heit der Nachbarbewegungen zu einer vor 
gegebenen Bewegung. Stabilität ist vor- 
handen, wenn die Lagen und Geschwindig- | 
keiten bei allen Nachbarbewegungen sich 
von der ungestörten Bewegung dauernd um 
Beträge von der Größenordnung der An- 
fangsstörung unterscheiden; daßei ist zu be- 
achten, daß durch kleine Aenderungen der 
Anfangsbedingungen auch eine Aenderung 
der ursprünglichen Bewegung eintreten 
kann. Für den hier vorliegenden Fall des 
»stationären Umlaufs«?) der Welle wurde 
| sie zuerst von A. Stodola°) durchgeführt. 
\ + —— Der grundsätzliche Unterschied gegen 
I — die eben vorher angedeutete Auffassung 
en von A. Föpp! besteht darin, daß A. Sto- 
\bb. ? dola den Vorgang bei konstanter Energie 

betrachtet, während bei A. Föppl die 
Winkelgeschwindigkeit als konstant angesehen wird; das letztere kann übrigens 
auch so ausgesprochen werden, daß die Schwungmasse der Scheibe ein sehr großes 
(unendlich großes) Trägheitsmoment besitzt, so daß sie eine einmal vorhandene Winkel- 
geschwindigkeit beizubehalten strebt '). 

Sei in Abb. 2 IW das Wellenmittel und gleichzeitig der Angriffspunkt der elastischen 
Kraft «r der durchgebogenen Welle und S5 der exzentrisch liegende Schwerpunkt, ferner 
SI —=e. Das auf diese einfache Form gebrachte System besitzt drei Freiheitsgrade, als 
unabhängige Koordinaten für diese seien die Polarkoordinaten o, 9 von S und der Dreh- 
winkel w der Scheibe gewählt. m sei die Masse der Scheibe, % ihr Trägheitshalbmesser 
bezüglich 5. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich am einfachsten nach der Lagrange- 
schen Methode durch Bildung der (skalaren) Ausdrücke für die kinetische Energie 7’ und 
Kraftfunktion V. Wenn über die Buchstaben gesetzte Punkte Ableitungen nach der Zeit 
bedeuten, so ist hier zu setzen 








- 


= !!m (o? u 0?g ”) + 1/, mkau:, V har: = !/% Io? 0’ 200 C0S (a — y)| 1 
Da die Winkel w und selbst nur in der Form W — 9 vorkommen, so setzen 

wr v-9g=y, w- q nf und erhalten (nach Weglassung eines belanglosen konstanten 

Gliedes in J’) durch Elimination von ı' und I: 


T = !/amo? + "am (o?+kY) pP + mk’gyy + "Namk’y’, V=!sa(g?+2gecosg) (8). 
In dieser Form kommt g selbst nicht vor, g ist eine zyklische (ignorable) Koor- 
dinate und ihr entspricht das unmittelbar anzuschreibende Integral 
ae a a PR i a. 
= m[(0’+kK)yg+kıy)=mC=konst. . . .». . ..0)), 


eg 


I) Es käme überdies auch noeh die direkte Untersuchung der geodätischen Linien des zugehörigen 
Variationsproblems (Jacobisches Prinzip) in Betracht, über dessen Zusammenhang mit den angegebenen 
Methoden an anderer Stelle berichtet werden soll. 

3), Wie R. Grammel in einer sehr beachtenswerten Arbeit >» Neuere Untersuchungen über kritisch: 
Zustände rasch umlaufender Wellen«, Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, I. Band, 1922, S. 92, 
hervorhebt, wird aus einer »zirkularpolarisierten Eigenschwingung« der Welle erst durch das Hinzutrete: 
einer ebenso raschen Drehung der Scheibe um die Welle ein »vollständiger Umlauf«, die dynamisehe: 
Unterschiede beider Bewegungen — Eigenschwingung und Umlauf — dürfen nicht iibersehen werden. 

3) A. Stodola, Eine neue kritische Wellengeschwindiekeit, Dinglers polyt. J., 99, Jhg. 1918 
S. 1, 17, 1351, insb. 8. 117, ferner Dampf- und Gasturbinen, Berlin, Julius Springer, 5. Aufl., 1922 
S. 957. Die Darstellung im Text folgt der Note des Verfassers: Zur Frage deı Stabilität rotierende 
Wellen. Schweiz. Bauzeitung, Bd. 80, 1922, S. 22. 

', 8. hierzu: L. Prandtl, Beiträge zur Frage der kritischen Drehzahlen, Dinglers polyt. 


99, Jhrg. 1918, S. 179. 
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sche wobei mC der (als unveränderlich angenommene) Schwung (Drall) des Systems um © 
sten bedeutet. Aus dieser letzten Gleichung folgt 
nen q ER: Be a A er EN 
ffen Er 
vor und die Bewegungsgleichungen ergeben sich durch Bildung der sogenannten Routh schen 
vor- Funktion: 
dig- R—=-T—V—mCg=!sm 0? + Ua m Er a. . x (0° + 2pecosy) (11) 
sich g 0° + K: 2 
| um | in der Form 
An- | d (OR OR ” k?y — 0)" ci 
ı be- | | - —=(, oder 0 - un 0 + eCos 2)| 
at In / +0 0° + %&k”) m 

der | Er | PR | (12). 
rung d (—) Br OR (0), 1? d ( + ;) Be ra sin / \ 
'eten dt Oy ey; d! 0° ı KR In u ö 

des . 7 : 
urde Um die stationäre Kreisbewegung zu finden, setzen wir v=-v—y—(,0—=- m, 
ihrt. | q — 0, C=(9° —+&k’)o, Di 09,°, 5 — » und erhalten 
Pgen ” en 
ung | a | . (13). 
Sto- a @: — 0%“ B’— 1 
rgie Für P<listy=zr, fürp>Ii:y=0. Für f=1,o—=m,, also für die schon 
die [ früher erhaltene »kritische Geschwindigkeit« ergibt sich 9 —=%*, was offenbar nur besagt, 
gens f dab für © = w, irgendwelche der getroffenen Annahmen unzureichend sein müssen, und 
oßes zwar ist es die elementare Biegungstheorie, die durch die genauere erset=t werden muß. 
ıkel- | wenn dieses unbefriedigende Ergebnis verschwinden soll (6). 

3 Um den Stabilitätscharakter dieser stationären Bewegungsiorm für das über- 
chen . kritische Gebiet » > w,, ? > 1 nach der Methode der kleinen Schwingungen zu unter- 
Tner \ suchen, hat man in den Gl. (12) o=m-+0 zu setzen und 6 und y als kleine Größen 
‚ als j anzusehen, deren Produkte und Quadrate zu vernachlässigen sind. Dies liefert zwei 
reh- homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung für 6 und z, aus denen durch den 
Isser h Ansatz o—= 4Ae’', — Be‘' und Elimination von A und B für / die Gleichung 4. Grades folgt: 

Mi 4 2, m 2 29 97 
nn, i 'E ee 2? (? * 1-9) — - | = 9, 4 | (9°? Sn L)? a, —. = - n | x‘ Eu (14). 
Zeit i | | 


Die Schwingungsperioden 2 /) dieser gestörten Bewegung sind durch die Wurzeln 
dieser Gleichung gegeben. Für die kritische Geschwindigkeit (? = 1), die keiner be- 
7). stimmten Kreisbahn von S entspricht, ergeben sich nach dieser Gleichung: auch keine 
endlichen Werte von 4. 


tzen 
RR Stabilität ist vorhanden, wenn alle Wurzeln dieser Gleichung negative reelle Teile 
haben, bezw. hier rein imaginär sind. Nach den bekannten Kriterien führt diese Forde- 
rung auf die Bedingung, daß /:*/e* größer ist als die größere der beiden Zahlen: 
3). ; /(d*— 1) und (3 B?+ 1)/(P? — 1)? 
.oor- und zwar ist die zweite die größere der beiden Zahlen. 
i Umgekehrt kann man aus dieser Bedingung bei festen k und e jenen Wert von 
\ 5 angeben, bei dem Stabilität beginnt. Da e/k = € eine sehr kleine Zahl ist, so folgt aus 
) 
k® 88 +1 9 \ . . 
ee’  — B - oder (?— 1)? - I! PHNEe . E83, 
e- (3° nie 1 )3 5 
a daß das gesuchte $ wenig von 1 abweichen wird. Setzen wir 
IEeNEI 
Pl Ö, 
isch: | so gibt die vorhergehende Gleichung ö°—=(4+306)e’, und da 36 neben 4 gestrichen 
RI, f werden kann, so folgt: 
reteı : 3 g 4 
n Pr r y N 92 () DE“ 
sehen EN, 
en. 3 ()K“ 
1918 | ınd nach Gl. (13) der zugehörige Halbmesser der stationären Kreisbahn für die Stabili- 
1922 | 'ätsgrenze 
ande 3/9 
e P P k’e (1 e 
u = =, ==. = ' . .\40). 
t. J Re ER EEER | 
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Für das unterkritische Gebiet (5 < 1) ist eine solche Grenze nicht angebbar, woraus 
für den Stabilitätscharakter das in Abb. 3 gegebene Bild folgen würde, das die Ausschläg: 
0 in ihrer Abhängigkeit von P enthält. Labilität wäre danach nur im Bereiche von 


) 


P=1 »bi P= ’ ı-+-& vorhanden. 
A. Stodola unter 





suchte auch den Fall, ir i 
dem bei der Störung auch 
der Schwung des Systems 
eine Aenderung erfährt 
und findet für die gestörte 


Bewegurg nicht Schwin 
gungen um die ungestörte, 
sondern um eine neu« 
Kreisbewegung, die dem 
veränderten Werte des 
Schwunges entspricht. Es 
kommen dabei nur hin 
sichtlich der ursprünglichen 
Kreisbewegung Abwei 
chungen heraus, die mit 
der Zeit zunehmen (die 








GaLıT Fr 
\Za2I/252 
Kads/2 | 

















yerscnes an nn Rn 1° 

m >. ,,/.,, entspreehenden (lieder 

ai. > 7 | ‚ w/a Ä i 2 

RE VE Mn: sind von der Form at), 
Ä J » 


und die in bezug auf die 

Abb. 3 ursprüngliche Bewegung 

auf Instabilität schließen 

lassen würden, an sich aber keineswegs anf einen instabilen Charakter der neuen Be- 
wegung hinzudeuten brauchen. 

In derselben Arbeit zeigt Stodola weiter den Einfluß einer Dämpfung des um 
gebenden Mittels, den er proportional dem Quadrate von ® annimmt und weist nach, daß 
dann die Ausschläge auch bei der kritischen Geschwindigkeit selbst endlich bleiben. Der 
Einfluß einer solchen Dämpfung auf die Stabilität wird nicht untersucht. 

B. Die eben erhaltene Stabilitätsgrenze für das überkritische Gebiet kann auch 
mit Hilfe des Energiekriteriums nach Routh erhalten werden, worauf ebenfalls schon 
Stodola hingewiesen hat. Der von Stodola (a.a. (0. S. 120) verwendete Ansatz ist 
hierzu allerdings durch den vollständigeren zu ersetzen, der sich nach A. für die Energie 
des Systems ergibt, liefert jedoch dieselbe Bedingung wie zuvor. 

Das von Routh’) angegebene Kriterium besagt, daß die (stationäre oder nicht 
stationäre) Bewegung eines Systems stabil ist, wenn die gesamte Energie des Systems, 
als Funktion der Koordinaten aufgefaßt, ein Maximum oder Minimum ist; dabei ist 
vorausgesetzt, daß der Ausdruck für die Energie mit Hilfe der bekannten Integrale, die 
den zvklischen Koordinaten entsprechen, vereinfacht ist. Im vorliegenden Falle zeigt sich, 
daß die in A. erhaltene Stabilitätsbedingung die Bedingung dafür ist, daß die Energie 
des Systems ein Maximum ist’). h 

Führt man in die Gl. (8) für g den in Gl. (10) erhaltenen Ausdruck ein, so folgt füı | 
die gesamte Energie 


. | | 2, 2 PIE 3, k’x un « = i .L 
E=T+V = !amo?’+ am. — + mk’y — - /amk?’y” + - (0?+ 2eocosy) (17 
p# .%° a o* + h“ ö 2 q 
Die Bedingungen für das Extrem von E, als Funktion von £ und y aufgefaßt. 
lauten daher ÖE ÖE 
== U, ——— V, 
do Oy 


von denen die zweite auf die Gleichung führt 
siny=0, d.h. =0 (oder 7), und daher auch 7 —=0. 


) Neuere Beobachtungen über die kritische Umlaufzahl von Wellen, Schweiz. Bauz., Bd. 68 
1916, S. 197. 
“-) Die Dynamik der Systeme starrer Körper, II. Bd, Leipzig 18985, S. 79, und -Stability of 
given state of motion, London, 1877, S. 82. 
Die exakte Formulierung dieses außerordentlich merkwürdigen Prinzips scheint noch weitere 


Klärung zu bedürfen 
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Der Ausdruck (17) kann daher auch vereinfacht werden zu 


. "a - l a ri 
E —= !/a m 0°—+ '/s m (Ü* ‚+ o’+-2eD). ENTE (18), 
0° +-x%k®° : Bes: a 


“ 


und die erste Extremalbedingung 9 E/) o = 0 liefert die Gleichung 


nn 


[77 0 / 
— m CC’ — —-— +0(p+e)=I, 
(0* + K*)? A 
die mit der GI. (13) gleichwertig is. Wenn E  E(e) ein Maximum sein soll, so 
erfordert dies das Bestehen der Ungleichung 


0? E 
0, 
(0% 
die mit O=(m°’+k?) w, a/m = ©,’, »/®, —= , so lautet 
4 09° 3” y 
er ne | 
v0” + k' 
und gibt zusammen mit Gl. (13) wie zuvor 
k 2 92 |, l j 
3 me A a © 
e” (8" — 1)? 


und zwar ergibt sich, wie es sein muß, sofort die größere von den beiden in 3A. erhaitenen 
Grenzen), | 


Eine allgemeinere Untersuchung der Bahnkurven des durch die Ansätze (7) gekenn 
zeichneten dynamischen Problems, von dem die hier ausführlicher behandelte Kreisbewe- 
gung nur eine partikuläre Lösung darstellt, ist von W. Behrens‘) durchgeführt worden. 


4. Die Bewegung der Scheibe bei der kritischen Drehzahl wurde von 
O0. Föppl’) und H. Lorenz’) in folgender Form angegeben: Wenn man die Welle 
unter Benutzung künstlicher Stützen auf die kritische Drehzahl bringt und dann freigibt, 
so gibt es eine Bewegung, bei der N W= e »dauernd« zu OW senkrecht steht: wenn 
sich WS in der Zeit ? um den Winkel w,.f gedreht hat, so lauten die Bewegungs- 


\ 


gleichungen für die in S (x, y) vereinigte Scheibenmasse (mit «/m = w,?): 
= — (x — ec08 0,8) 0°, y—=—(y—esino,t)m?. . . (19). 


Von diesen Gleichungen können die folgenden Sonderintegrale angegeben werden: 


e 0} 3 e @% 
I0 um tsin w,.L, y= „tesat. . u. ® - 
’ . . EOK 2 . 
die den Anfanrgsbedingungen r=(0, y=0,c—=(, y= für /= 0 entsprechen. Die 
f 2 ‘ +) 

Bahn von $ ist die archimedische Spirale 

j e dkt / u 

0 = z ; p == Un / ; ; R ‘ : (2 l ’ 


— 


wächst also bei jedem Umlauf um die Strecke ze; da in den meisten Fällen ®, sehr 
groß ist, bedeutet dies ein Herausschleudern schon nach wenigen Umiläufen und damit 
äußerste Gefährdung der Welle. 


Bei dieser Auffassung ist jedoch die Momentengleichung vollständig außer acht 


gelassen worden, nach welcher die Bedingung ® — ®, = konst. mit der Lage WS LOW 
nur für ein unendlich großes Trägheitsmoment der Scheibe vereinbar ist. Es ist jedoch 
zu beachten, daß unter der Annahme eines großen Trägheitsmomentes wieder die De- 
finition des Schwerpunktes und der Exzentrizität e gewisse Schwierigkeiten bereitet, und 
daß nach den Beobachtungen in der Nähe der kritischen Geschwindigkeit ein Uebergang 
aus der Anordnung OWS in OSW (s. Abb. 1) erfolgt, weshalb die hier wiedergegebene 
Lösung nur unter den angegebenen weitgehenden Einschränkungen physikalisch zu- 
treiiend sein kann. 


I) Man vergl. hiermit die von OÖ. Föpp| gegebene Darstellung in !) insbesondere XIII, 1916, S. 78. 
3) Ein der Theorie der Laval- Turbine entnommenes mechanisches Problem behandelt mit Methoden 

der Himmelsmechanik, Dissertation, Göttinzen, 1911. 
Kritische Drehzahlen rasch umlaufender Wellen, Z. d. V, d. I. 63, 1919, S. 240 und 888, ins 


besondere S. 890, 
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5. Der Einfluß des Eigengewichtes der Scheibe. Kritische Geschwindigkeit 
zweiter Art. Bei einer wagerecht liegenden Welle verursacht das Eigengewicht der 
aufgesetzten Scheibe schon für die ruhende Welle eine Durchbiegung, die natürlicher- 
weise auch auf die bewegte Scheibe von Einfluß sein und Abweichungen von der dreh 
symmetrischen Form hervorrufen muß. Bei diesen Erscheinungen, auf die Stodola') 
schon im Jahre 1010 in den Siemens-Schuckert-Werken aufmerksam gemacht wurde, trat 
insbesondere der Umstand augenfällie zutage, daß bei Drehzahlen in der Nähe der 
halben kritischen (w,/2) auffallende Unruhen und Unregelmäßigkeiten beim Lauf der 
so belasteten Wellen auftraten. Stodola, der diese neuen Erscheinungen als kritische 
Zustände 2. Ärt bezeichnete, hat sie auch theoretisch zu erklären versucht °) (S.300); später 
haben auch andere, wie ©. Biezeno, D. Dresden, ©. Föppl, Gümbel’) u. a. um 
die Erklärung dieser Erscheinungen bemüht, was jedoch bis heute anscheinend noch 
nicht vollständig gelungen ist. 

Die Bewegungsgleichungen für die schwere Scheibe ergeben sich aus den in 
3 gegebenen Ansätzen für 7 und V, wenn zu VY noch das vom Eigengewicht der Scheibe 


>= 


b 


herrührende Glied mgosing hinzugefügt wird. Die Differentialgleichungen des so er- 
weiterten Problems, bei dem keine der Koordinaten zvklisch ist, lauten 


.. gr GM ; . “ 
P—09Q’= (o + ecos y) — ysing 
mn 
d ut, he u” \ 
(o° + k‘) Q- k“ Y 10C0sG 22). 
12 \ 
k’(g+y)= - eesiny | 


Von diesen Gleichungen hat Stodola die folgende partikuläre Lösung gefunden 


) 


> tt de 240 


q . u u FR 
ev ,sinof sın = — sın 3 
\ n ‘) 2 d 4 7 Pr u - 
2 () l wi (1) je 7 a 9 kan 
.o 
(ı) F (DD (nm | br B \ 
L t, ‚ Aa ‚also ) = = E41 / 17, 1=] =V 
, ‘) (1) ‘ 


Die Bahnkurve von S (eg, 9) ist eine Pas- 
calsche Schnecke (Abb. +4). deren be- 
sondere Gestalt von der Größe von e und 
@, abhängt. Der Wellenmittelpunkt W SW 
e,1—= N) beschreibt ebenfalls eine Pas- 
calsche Schnecke 

Die lebhafte Unruhe, die in der 
Nähe dieser kritischen Drehzahl eintritt, 
Ä ist nun nach Stodola dadurch zu er- 
—— klären, daß die gestörte Bewegung dieser 
Schneckenbewegung selbst eine Periode be- 
sitzt, die sehr nahe mit ®,/2 übereinstimmt; 
die Unruhe wäre somit als eine Art von 
tesonanz anzusehen zwischen der Pe- 
riode der Eigendrehung der Welle und 
einer der Schwingungsperioden der ge 

störten Schneckenbewegung'’). 
Um die Schwingungsperioden der 
durch das Gewicht der Scheibe gestörten 
Bewegung zu bestimmen, hat man eine 








kleine Störung der durch die Gl. (23) ge 
Abb. 4 gebenen Bewegung in der Form anzusetzen: 

1) $, auch Stodola, Dampfturbinen, S. 939, und Grammel?) (S. 300), S- 116/117. 

*) C, B. Biezeno, Snelloopende assen, De Ingenieur, Delft, 1918. D. Dresden, Schnellaufende ' 
Wellen, Z. f. d. zes. Turbinenwesen,. 16. Jahre. 1919, S. 197, 212, 225. S, ferner den Meinunzsaustausch 
ıl es Gegenstian zwische: ( Föpyl ml Gümbel mit Stodola, in der Z. d.V.d.I 1919, 
NS, 866 72, A. Stodolaj de in Fußnote ? S, 300), ©. Föppl in den i I, (S., 298) zenannten Arbeiten. 
0). Gü ‚el. Ueber mit Biereunz verbundene Schwing ren von Wellen, Dinziers polyt. Journ., Bd. 332, 
1917. 8. 235. 251 und: Eine neue kritische Wellenzeschwindizrkeit nit Bierunz verbundener Schwin 
zungt Bı Die STE ei S 0 

eser Fo wırde dı Sıehverhalt dureh Stod selbst allerdings nicht ausgesprochen, 
ch S k hn estellt: Rech re] s, z. B. Damptturbinen, 5. Aufl. S. 930 31) erkennen, 
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En — 29 sin +0, 9=-"Tt:+d, g=n+E 114, A 
“ 3 mx“ 2 2 > 

mit diesem Ansatze in die Bewegungsgleichungen (22) hineinzugehen und die Glieder, die 
die Quadrate und Produkte der kleinen Größen 0, ”,& enthalten, zu vernachlässigen 

Dadurch erhält man aus den Gl. (22) drei lineare Difierentialgleichungen 2. Ordnung, 
deren Koeffizienten jedoch nicht mehr konstante, sondern periodische Funktionen der Zeit 
sind. Die Entscheidung über die Beschaffenhett dieser gestörten Bewegung, d.h. ins 
besondere über die Frage, ob diese dauernd in der Nähe der ursprünglichen verläuft 
und die Abweichungen bei abnehmender Anfangsstörung dauernd beliebig klein bleiben, 
verlangt wegen des verwickelten Baues die Heranziehung höherer Hilfsmittel aus der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen: es müssen die »charakteristischen Exponenten 

dieses Systems rein imaginär ausfallen, sobald die Stabilität der Nachbarlösungen in dem 
angedeuteten Sinne vorhanden sein soll'), Die exakte Untersuchung dieser Frage ist 
bisher anscheinend noch picht durchgeführt worden. Durch mehrfache Vernachlässigeungen, 
deren Zulässigkeit jedoch nicht völlig klar ist, insbesondere durch die Annahme, daß die 
ungestörte Bewegung nabezu mit der Kreisbewegung zusammenfällt und die Störungen 
durch das Eigengewicht der Scheibe auf diese Kreisbewegung bezogen werden, gelang 
es Stodola, zu zeigen, daß eine der Schwingungsperioden dieser gestörten Bewegung 
sehr nahe mit der halben kritischen zusammenfällt; und zwar hat Stodola auf diese 
Weise hierfür den Ausdruck T— 27/® gefunden, wobei: 


oT e\?] R 
0 = + ( | (28). 


Wegen der grundsätzlichen Wichtigkeit dieses Falles sei nochmals hervorgehoben, 
daß es sieh hier nicht, wie beim kritischen Zustand 1. Art, um ein Unendlich- oder Un- 
bestimmtwerden einzelner Koordinaten bei bestimmten Werten der Drehzahl handelt; die 
kritische Beschaffenheit dieser »Zustände zweiter Art« wird vielmehr aus dem Umstande 
erschlossen, daß iür die Winkelgeschwindigkeit ®,/2 eine der Schwingungsperioden der 
gestörten Grundbewegung nahezu mit der Periode zusammenfällt, die w,/2 entspricht. 
Durch dieses Zusammenfallen ist eine Resonanz besonderer Art möglich geworden, 
welche die kritische Beschaffenheit dieser Winkelgeschwindigkeit bedingen soll. 

Es sei noch bemerkt, daß das Energiekriterium für diesen Fall vollständig versagt. 


6. Einführung der genaueren Gleichung der elastischen Linie der durch- 
gebogenen Welle. Um eine bessere Einsicht in das Verhalten der Biegelinie der durch 
die Fliehkraft belasteten Welle in der Nähe der kritischen Geschwindigkeit zu erhalten, 
hat R. von Mises?) an Stelle der angenäherten Gleichung, welche die Federkraft in der 
Form @o gibt, die genauere Gleichung für die Biegelinie herangezogen und die Lösung 
für die an beiden Enden frei gelagerte und die einseitig eingespannte Welle angegeben. 
Dabei ergibt sich z. B. im ersten Fall, daß für Drehgeschwindigkeiten weit unter und 
weit über der kritischen die elementare Biegungslehre sehr gute ÄAnnäherungen liefert, 
daß aber für die kritische Geschwindigkeit selbst die Durchbiegungen nicht unendlich 
werden, sondern durchans endlich bleiben und mit zunehmender Exzentrizität # selbst 
zunehmen; bei e= 0 folgt nach dem genaueren Ansatz für die kritische Geschwindigkeit 
die gerade als die einzige Gleichgewichtsform der Welle (während der lineare Ansatz 
eine unbestimmte Ausbiegung liefert. Auch aus diesen Ergebnissen ist zu schließen, 
daß die Folgerungen, die nach der elementaren Theorie für die Bewegungen in der 
Nähe der kritischen Geschwindigkeit erhalten worden sind, sehr unvollkommener Natur 
sein müssen. 

Das unbefriedigende Ergebnis für das Verhalten der Welle in der Nähe der 


kritischen Geschwindigkeit verschwindet übrigens bereits, wenn man in der genauen 
un s ) | MM. y" 
Gleichung für die Durchbiegung = — in dem Ausdruck 


U u % (1 


„„ für y im 
73 
(8 nur diese Erklärung gemeint sein kann. In etwas anderer Korm, doch zrundsätzlich mit Stodola 


D . N 2 x ‘ . .. . . sie 
ereinstimmend, hat Grammel“ (S. 3'0) die dureh das Eigengewieht der Scheibe verursachten kriti 


hen Zustände zweiter Art dargestellt. 


I, Außer den bekannten Lehrbüchern von Charlier, Goursat. Horn, Poineare u. a. die 
ch mit diesem Gegenstand beschäftigen, sei hier auch auf die Dissertation son G. Donner, Ueber die 
tabilität der quasi-beständigen Bewegung. Straßburg, 1913, verwiesen. 

*) Ueber die Stabilität ro’ierender Wellen, Monatsh. für Math. und Phss. Bd. 22, 1911.8. 33 
d Enzyklopädie der math. Wissensch. Bd IV, 2. Teilbd., S. 302. 
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Nenner jenen Ausdruck für die Neigung der Welle einführt, wie er sich durch die 
erste Annäherung an y „0 ergibt'). Bezeichnet ,. die zunächst unbestimmt gelassene 
Durchbiegung in der Mitte der frei aufliegenden Welle, an welcher Stelle das 
Schwungrad nach Abb. I aufgesetzt gedacht ist, dann haben wir die Gleichung 
| IK u m 0” (yo + 
— ‚ oder —— Be 7 
0 E.J wer]. 2 EJ 
Unter Vernachlässigung des Gliedes y gegen / ist die elastische Linie der durch die 
Kraft om @° (yo + e) in der Mitte belasteten Welle von der Länge 2! durch die Gleichung 
vegeben: 
2 Wr \ g,| 2, 2 
mW \yo + € l 4 I ' MY \Yyo + € l r 
„ | und daraus y— (1 _ ) 
1 EJ ! 7% | tEJ l 
Führt man diesen Ausdruck für y in den Nenner der vorhergehenden Gleichung ein, 
so folgt durch Entwicklung des Nenners in eine Potenzreihe und Abstreifung aller 
Glieder von höherer als 1. Ordnung 


1, m (0* yn + e) \ 3m“ @* Yo € ı! x” 
y=— it 4 | Lı- ;) UI. 
2EJ { 32 EJ m 
Durch Integration dieser Gleichung folgt mit der Bedingung y' —- 0, y— yo für =!: 
92 » 3 6 3 ‘ 
N (N) (Yo + f) l? I “a (yo ) e) l - 
lo == t a . . 24 ). 
EJ 6 27° 23s0 


“ir den Sonderfall e—= 0 erhält man daraus die gestreckte Gleichgewichtslage „0 — 0, 
und außerdem 


(28), 


Yo” m 


EST: nn 


Er a 4 BbEJI 
’ R 5 . . 6 a . a bh EJ R 2 
für die »kritische Geschwindigkeit« ® 0, =  —= -_,- wird auch dieser Wert = 0. 
Ä ki 
Die weitere Diskussion der Gl. (27) (für e ' 0) ist in ähnlicher Weise möglich wie in 


der oben genannten Arbeit von Mises‘); durch diese Annäherung wird die Verwendung 
elliptischer Funktionen vermieden 

In der Misesschen Arbeit wird auelı die statische Stabilität der durchgebogenen 
Welle auf (rund des Brvan-Loveschen Kriteriums untersucht, nachdem die Gleich 
gewichtslage dadurch ausgezeichnet ist, daß sie das Minimum der potentiellen Energie 
der eingeprägten plus der der elastischen Kräfte liefert. Uebereinstimmend mit den 
elementaren Betrachtungen ergibt sich daraus u. a., daß die Welle unterhalb der kritischen 
Geschwindigkeit stets einer stark gekrümmten Gleichgewichtslage zustrebt, während sie 
oberhalb dieser Geschwindigkeit, wenn sie zentrisch belastet ist, nur in gestreckter Lage 
stabil ist. Wenn die Welle so gelagert ist, dal sie sich nur unter Dehnung ausbiegen 
kann, so läuft sie für e=0 in gestreckter Lage bei allen Drehzahlen stabil; bei 
exzentrischer Last ist die am wenigsten gekrümmte Gleichgewichtslage die stabile. Die 
Vorgänge beim Durchgange durch die kritische Geschwindigkeit sind auch durch Ver 
wendung dieses erweiterten Ansatzes bisher nicht in befriedigender Weise aufgeklärt worden 


7. Kritische Drehzahl als Folge der 
Kreiselwirkung einer einzelnen Scheibe. 

(2) Die Kreiselwirkung einer auf eine elastische 
Welle aufgesetzten Scheibe kommt nur dann 

zur Wirkung, wenn die Drehachse der Welle 
keine Hauptträgheitsachse der Scheibe ist, die 
Figurenachse« der Scheibe also fortgesetzt 
l,agenänderungen erfährt, die keine Parallel- 
verschiebungen sind. Dies tritt z. B. ein, wenn 

die Scheibe am freien Ende einer eingespannten 
| Welle sitzt, oder seitlich der Mitte einer beider- 
Za23J254 seits frei aufliegenden oder beiderseits einge 

| spannten Welle nach Abb. 5. In diesem Falle 
Abh. 5 tritt neben der Fliehkraft #"—=mw?°o noch 


710g? 





') In ähnlicher Weise hat H. Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing., 1908, S. S27/ und späte: 
FE, Trefftz. Zeitsehr. für Flueteehnik und Movotorluftschiffahrt, 1918, 8. 101 die Kniekune von zeraden 


Stäüben behandelt. 
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eine Belastung der durchgebogenen Welle durch das »Kreielsmoment« (Deviations- 
moment) MW auf, dessen Betrag bei kleinen Neigungen 9 der Biegelinie der Welle in 
der Form angesetzt werden kann: 

M=(C—A)o’d. . .. RT N RE 
worin C und A die T'rägheitsmomente der Scheibe um die »Figurenachse« und um eine 
(Juerachse in der Scheibenebene bedeuten (für eine Scheibe ist also angenähert U — 2A). 
Die Achse der Scheibe wird dabei gezwungen, eine Präzesionsbewegung auszuführen, 
deren Aufrechterhaltung die Belastung der Welle durch das Kreiselmoment bedingt. 
Zwecks Aufsuchung der kritischen Geschwindigkeiten werden wieder die Gleichgewichts 
lagen (entsprechend der stationären Bewegung) der durchgebogenen Welle ermittelt, aber 
jetzt sowohl unter dem Finflusse der Fliehkraft, als auch des Kreiselmomentes der 
Scheibe; die Bedingungen dafür, daß diese Durchbiegungen unbestimmt werden, „eben 
wieder die Werte der kritischen Geschwindigkeiten '). 

Beispiel. Für die einseitig eingespannte Welle ergibt sich die Durchbiegung o 
und die Neigung Ü der elastischen Linie nach den aus der Biegungslehre der geraden 
Träger bekannten Methoden. Rechnet man ihre Größen, wie sie unter dem Einfluß der 
Fliehkraft und des Kreiselmomentes als Belastungen entstehen und setzt sie gleich der 
Durchbiegung und Belastung selbst, so erhält man das Gleichungspaar 


3 272 
Bu er l u (C- | - . l $=amw:o—a(C— A) 0:9 
3EJ 2EJ 
22 9 (30), 
9 a“ w*ıl x ((— A wl Pe Bea 0 — a" (C— A) 0? \ 
2EJ EJ 
wobei die abkürzenden Bezeichnungen eingeführt wurden: 
PISEJ=a, PI/EJ= ww — !noalol, UEJ=" = O)W/Al. 
Die homogenen Gl. (30) haben die Lösungen o = 0, 4 — 0, die der gestreckten l.age 
der Welle entspricht; wenn die Determinante des Systems verschwindet, so erhält 
man jene Werte von ow, für welche o und ® unbestimmt werden dies sind wieder die 
kritischen Drehschnellen der Welle. Setzt man 
(C—- A)UEJ=a, mij/EJ—=b, 
so gibt die Ausrechnung dieser Determinante 
abo? — 12 (a—b/3)w?=12 . . 1.» MAT 


Dieselbe Gleichung ergibt sich, wenn man eine exzentrische Befestigung der Scheibe 
gegen die Wellenachse annimmt, ihre Wurzeln liefern dann unendliche Werte für die 
Durchbiegung und Neigung der Welle als Hinweis auf die singuläre Beschaffenheit 
dieser Wurzeln. Als allgemeines Ergebnis dieser Betrachtungen folgt, daß durch die 
Kreiselwirkung der Scheibe eine Erhöhung der kritischen Drehzahl bewirkt wird, da die 
Kreiselwirkung nach der Regel des »gleichsinnigen Parallelismus der Drehachsen« der 
Ausbiegung stets entgegenarbeitet, was mit einer scheinbaren Vermehrung der Steifigkeit 
gleichbedeutend ist. In dem eben behandelten Fall beträgt die Erhöhung von w’ gegen- 
über dem Fall verschwindender Kreiselwirkung etwa 9 vH. Da die freischwebende Welle 
bereits einen Größtwert für den Einfluß der Kreiselwirkung darstellt, so folgt aus diesen 
Betrachtungen, daß für die praktische Ermittlung der kritischen Drehzahlen von Wellen 
auf die Berücksichtigung der Kreiselwirkung verzichtet werden kann. 

Stodola°) hat die wichtige Beobachtung gemacht, daß die Drehungen der Welle 
und der Scheibenachse vorübergehend oder dauernd im gleichen oder entgegengesetzten 
Sinne erfolgen können, und unterscheidet demgemäß die Präzession im Gleichlauf von 
der Präzession im Gegenlauf (progressive und retrograde Präzession); für das Kreisel- 
moment im Gleichlauf erhält man angenähert (und zwar mit der gleichen Annäherung, 
mit der oben Ü= 2A gesetzt wurde), das °/sfache des Kreiselmoments im Gleichlauf. 

Vollständig unabhängig von der Aufsuchung der kritischen Werte für die Dreh- 
geschwindigkeit ergibt sich auch hier wieder die Frage nach der Stabilität der Bewe 
gung für irgend eine (auch von der kritischen verschiedene) Drehzahl mit Berücksichti- 
gung der Kreiselwirkung nach denselben dynamischen Methoden, auf die oben für den 


) A. Stodola, Neue kritische Drehzahlen als Folze der Kreiselwirkung der Laufräder. Z. f. ves, 
Turbinenwesen, 15, 1918, S. 253, 264, 269, und Dampfturbinen, S. 991; ferner Klein und Sommer 
feld, Theorie des Kreisels, Heft IV, 1910, 8. 895, 

2) Dampfturbinen, S. 364 u. f. 
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Fall fehlender Kreiselwirkung hingewiesen wurde. Die vollständige Durchführung dieser 
Stabilitätsuntersuchung ist noch nicht gegeben worden, Ansätze hierzu rühren ebenfalls 
von Stodola’°) (S. 300) her. 


Il. Welle mit mehreren Punktmassen. 


8. Regel für die Aufsuchung der kritischen Geschwindigkeiten. Das in 
Il gegebene Verfahren führt sinngemäß erweitert — auch für mehrere auf der Welle 
sitzende Massen und Scheiben zur Kenntnis der kritischen Geschwindigkeiten. Wenn die 
Kreiselwirkurg der Scheiben zunächst außer Betracht bleibt, und die Massen der Scheiben 
zentrisch auf der Welle sitzend angenommen werden, so erhält man das für mehrere 
Scheiben geltende Verfahren durch die folgende Ueberlegung: Unter dem Einflusse der 
Fliehkraft n,0;,©* jeder einzelnen der auf der Welle sitzenden Massen mı, ma .... m, 
erfährt die ganze Welle eine gewisse Durchbiegung; bei gleichzeitiger Einwirkung der 
Fliehkriäfte aller Massen lagern sich diese Durchbiegungen der ganzen Welle übereinander 
(Superpositionsgesetz für kleine Durchbiegunrgen). Setzt man somit die Summe der Ein- 
senkungen, die durch die einzelnen Fliehkräfte hervorgerufen werden, für jede Laststelle 
gleich der dort tatsächlich auftretenden Senkung o;, so erhält man ein System von homo- 
genen linearen Gleichungen für diese Senkungen, das im allgemeinen nur das Lösungs 


system 9 —= 0, #/—1,?...n) hat. Nur wenn die Determinante /(w?) dieses Gleich- 
gewichtssystems verschwindet, gibt es für die 0, auch noch andere und zwar unendlich 
viele von 0 verschiedene Lösungssysteme, deren Verhältnisse unveränderliche Werte 


haben. Die Gleichung J(®?) =0 ist in ®®? von n-ter Ordnung und ihre n Wurzeln 
bezeichnet man als die kritischen Geschwindigkeiten. Wenn die Scheiben exzentrisch 
auf der Welle sitzen, so liefern die Wurzeln von A(o»°)—= 0 unendliche Werte für die 
Durchbiegungen an den Laststellen, und damit wieder den Hinweis auf die Singularität 
dieser Werte. 

Von diesen n Wurzeln ist vor allem die kleinste von Bedeutung, sie wird meist 
als kritische Geschwindigkeit schlechthin bezeichnet und ist in den meisten Fällen prak- 
tisch allein von Interesse 

Der oben hervorgehobene Umstand, daß die Verhältnisse der Durchbiegungen 
für jede Wurzel der Gl. /(®?) = 0 konstante Werte haben, führt auf folgende Regel: 
Die kritischen Geschwindigkeiten einer irgendwie mit Massen besetzten 
Welle werden aus irgend einer der unendlich vielen, zueinander ähnlichen 
Formen der durehgebogenen Welle berechnet, für welche die Form der 
Welle unter dem Einflusse der zugehörigen Fliehkräfte eine Gleichge 
wichtsform darstellt. 

Aus irgend einer Form der Welle, die unter dem Einflusse der Belastungen 
m;0;0* an den Stellen 1, 2....n gerade die Durchbiegungen 21, @ .. . @, erfährt, kann 
man daher ohne weiteres die zugehörige kritische Geschwindigkeit entnehmen. 


9 Rechnungsmäßiger Ansatz zur Ermittlung der kritischen Geschwindig- 
keiten, Es sei eine Welle vorgelegt, die in den n Punkten 1, 2... Massen (oder 
Scheiben) m; tragen soll; wenn eine im Punkte / wirkende Last von der Größe 1 im 
Punkte k eine Einsenkung «;,. hervorbringt, so gilt für diese »Einflußzahlen« die Max 
wellsche Beziehung 


‘ı), 
(92) 


(X ;y _— ee (24 . . . r 
und die Durchsenkung o; von ’ unter dem Einflusse der Fliehkräfte m;0;»° alier Punkte ist 
= LI mr — WIM >: > > ee. (83). 


Die kritischen Drehzahlen sind dann durch die Wurzeln n: 
(tm, W@* i. Mm 8°... Ä Y1, 190, 0° 


2 dıya Ms @* 33 My ww’ — 1, : (MM 0° N 
N} 2 2 2 2 2 nn ! 0) (34). 


An MW, Bit, ar, i nn MM. © * l 

Es kommt nun darauf an, eines der unendlich vielen (zueinander ähnlichen) »zu- 
treffenden« Systeme von Durchsenkungen o; zu ermitteln; sodann erhält man die zugehörige 
kritische Geschwindigkeit durch irgend eine der Gl. (33 

Wenn außer den Fliehkräften auch die Kreiselmomente der Scheiben in Rechnung 


gezogen werden sollen, dann erhält man statt einer Schar von Gl. (33) deren zwei, 
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und zwar je eine Gleichung für die Einsenkung und Neigung der elastischen Linie der 
Welle an jeder Laststelle; in jeder Gleichung kommt der Einfluß jeder Fliehkraft und 
jedes Kreiselmomentes zur Geltung. An Stelle der Determinanteng]. (34) tritt eine ähn- 
lich gebaute mit den 2n Zeilen und Spalten von der Ordnung 4n°, deren Wurzeln 
wieder als kritische Geschwindigkeiten des so erweiterten Problems zu bezeichnen 
sind. Auf Grund der von Stodola herrührenden Beobachtung (7) von der Existenz der 
gleichläufigen und gegenläufigen Präzession bei n=1 hat Grammel’) (5. 300) eine 
etwas allgemeinere Formulierung des Problems vorgeschlagen, welche die analoge Frage 
für mehrere Scheiben aufrollen sollte; eine vollständige Erledigung hat diese Frage 
jedoch bisher nicht gefunden. 

Wenn die Welle kontinuierlich mit Massen besetzt ist, so treten an Stelle der 
Summen in den Gl. (33) bestimmte Integrale, und das algebraische Problem geht in 
das zugehörige transzendente über, für dessen Behandlung die Hilismittel aus der Theorie 
der Integralgleichungen bezw. bei Berücksichtigung der Kreiselwirkung die der Integro- 
differentialpleichungen zur Verfügung stehen. Die verschiedenen Formen, unter denen 
das Problem angesetzt werden kann, sind von v. Mises?’) (S. 305) zusammengestellt 
worden, der Integralgleichungsansatz, der die unmittelbare Erweiterung der Gl. (33 
dartsellt, erweist sich dabei als der naheliegendste. 


10. Die gleichmäßige Welle. Die rechnerische Ermittlung der kritischen Dreh 
zahl einer kontinuierlich besetzten Welle läßt sich naturgemäß nur unter besonders ein- 
fachen Annahmen über die Verteilung der Steifigkeit und der Massen längs der Welle 
durchführen; der einfachste Fall ist der konstanter Steifigkeit und Masse längs der Welle 


a) Ohne Berücksichtigung der Kreiselmomente lautet die Differential- 
gleichung der steifen, durch die Fliehkräfte allein belasteten Welle, wenn « die auf die 
Längeneinheit entfallende Masse bedeutet, 

EIN ua .. 2... inc Ka). 

Es kommt wieder darauf an, jene »Eigenwerte« des Parameters ®° zu finden, für 
welche diese Gleichung von Null verschiedene Lösungen hat. Durch Benutzung des 
e-Ansatzes erhält man — je nach den vorgeschriebenen Randbedingungen — für die 
Lagerung der Welle eine transzendente Gleichung, durch deren Wurzeln die kritischen 
(seschwindigkeiten bestimmt sind. Eine ausführliche Untersuchung der dabei auftreten- 
den Fälle rührt von ©. Chree!) her. 


b) Mit Berücksichtigung der Kreiselmomente der längs der Welle auf- 
gereihten, dichtliegenden und gleich großen Scheiben vom Durchmesser D erhält man für 
die Durchbiegung = ,(x&) die Differentialgl. (40), 


2) 


EJy IV) — u wo: "+ 9) =—=(, x z ö , i z (36), 


die von R. Grammel?) für die vier verschiedenen möglichen Randbedingungen ausführ- 
lich behandelt worden ist. 

Für den Fall der beiderseits frei gelagerten Welle (Länge !) ergibt sich daraus 
das bemerkenswerte Resultat, daß für 

nD>A4l 

überhaupt keine (reelle) kritische Geschwindigkeit vorhanden ist; die Kreiselwirkung der 
Scheiben kann demnach unter Umständen das Auftreten einer kritischen Geschwindigkeit 
vollständig verhindern. Die einseitig eingespannte Welle hat jedoch stets mindestens 
eine kritische Geschwindigkeit, und zwar nur eine, wenn /!<nD/4, zwei, wenn 
i=-2nD/4, drei, wenn !<537 D/4 usw. Bezüglich der kritischen Geschwindigkeiten, 
die durch gegenläufige Präzession bedingt sind, gilt, daß bei der beiderseits frei- 
gelagerten Weile stets unendlich viele kritische Geschwindigkeiten dieser Art möglich 
sind, bei der nur einseitig eingespannten gibt es solche nur in endlicher Anzahl und 
überhaupt keine, wenn 41! <0,) Dn. 


11. Zeichnerische Verfahren für die Lösung erster Ordnung. Zur wirk- 
lichen Durehführung der in 9 angegebenen Methode eignen sich vor allem die zeichne- 
rischen Verfahren, die im folgenden ohne Berücksichtigung der Kreiselwirkungen der 


) The whirling and transverse vihrations of rotating shafts, Phil. Mag. 6. Ser., 7, 1904, 8. 504 
) Kritische Drehzahl und Kreiselwirkung, Z. d. V. d. I. 64, 1920, S. 911. 
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Scheiben in der Uebersicht auseinandergesetzt werden sollen, die vonR. Grammel) (S. 300) 
herrührt; bei der wirklichen Ausführung kommen die im wesentlichen von OÖ. Mohr her- 
rührenden Sätze über die Durchsenkungen und Neigungen gerader Träger mit veränder- 
licher Steifigkeit in ausgedehnter Weise zur Anwendung. 

a) Das Veriahren von Stodola!). Die Form der gesuchten Biegelinie wird 
schätzungsweise angenommen und für irgend eine in der Nähe der Wellenmitte liegende 


Stelle A die in Gl. (353) vorkommende Summe ausgerechnet; wenn 
ET ES VE ER RE : 15| 


k 
gesetzt wird, so stellt sich der gesuchte Wert der kritischen Geschwindigkeit nach der- 
selben Gl. (33) in der Form dar: 


et er ne er 


Mit diesem Wert von »* rechnet man nun auch die Durchsenkungen an den 
anderen Stellen ? und erhält die Folge von Werten 


\ 


DER TI tue 
deren Verhältnisse zu den früher angenommenen Werten an allen L.aststellen konstant 
sein sollen. Ist dies nicht der Fall, so kann mit ihrer Hilfe nach demselben Verfahren 
eine zweite Näherung ermittelt werden usw. Das Verfahren erweist sich als außer- 
ordentlich rasch konvergent. 

Für die wirkliche zeichnerische Durchführung des Verfahrens empfichlt es sich, 
die Formeln so anzuordnen, daß in ihnen tatsächliche Kräfte als jene Elemente vorkommen, 
mittels denen die Durchsenkungen und Neigungen ermittelt werden. Zu dem Zwecke 


wähle man ®, willkürlich am besten womöglich in der Nähe der zu erwartenden 
kritischen Geschwindigkeit ®, und schreibe die Gl. (55) in der Form 
Wx* y 2 
1 =, 0, Mi: Or Wo Da rl er 
ng“ 


Setzt man dann 
Ü x x VD,“ _— 2;' 2 ö ; . . . . . . ( 4 1), 


Demi lv 


so ist 0,* die Durchsenkung an der Stelle 2 unter dem Einflusse der Fliehkräfte m; 0x wo°, 
und es folgt 


2 


in] ‘),; / O2; 
- == N — also oO. : N V 3 ; R i . . . . (42 ), 
d 


(vn Di“ ur 
0 0; O: 


worin für o,/o,' das Mittel aus diesen Verhältniswerten für alle Lastpunkte genommen 
werden kann. 

Diese Mittelwertbildung kann auch so ausgeführt werden, daß unmittelbar die 
Gl. (40) addiert werden, woraus folgt 
h m“ 20 
20 = — 20*, und darum =? —_ . .. 8). 


Do 


2 + 
N (0, ; NZ 


b) Das Verfahren von Bläß und Kull’) besteht darin, daß alle Gl. (40) mit 
den Scheibengewichten m; y multipliziert und sodann addiert werden; es folgt 
gem = ao’ (Fu my)mrR= WS mumOo%: : (44), 
! Ä ? (k) 
worin die » Größen 
ik -— E (Li; Mi 4 


die statischen Durchbiegungen der wagerecht gedachten Welle an den Stellen 1, 2...n 
infolge der Eigengewichte der Scheiben bedeuten; diese Größen 7, müssen bei jeder 
Welle auf alle Fälle bestimmt werden, da die Kenntnis der statischen Durchbiegung 
unerläßlich ist. — Nimmt man als erste Näherung die 2, alle gleich und willkürlich an, 
so folgt aus Gl. (44) 


( man \ A . 
”—".""" und dies kann = a FR SE 
m? & mi G 


') Dampfturbinen, 8. 381 u. f. 


“„ V, Bläß, Zur graphischen Behandlung der kritischen Drehzahl rasch umlaufender Wellen, 
u u VW. & 2 58. 1914. 8; 283, G. Kull, Neue Beiträge zum Kapitel: Kritische Drehzahlen schnell- 
umlaufender Wellen, ebenda, 62, 1918, S. 249 u. 270. 
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oesetzt werden, wenn @ die Summe der Scheibengewichte und A die doppelte Form- 
änderungsarbeit bei der Erzeugung der statischen Durchbiegungen durch die Eigen- 
gewichte der Scheiben bedeutet. 


c) Verfahren von Delaporte'). Wenn man die Gln. (40) mit m; eo; multiplziert 
und addiert, so erhält man 


y 2 OK x | u  :- (Ar 
—_ 1,0, = -— | (4; 1, 0;) IM. O0: Oo — Mk Pa In . 46), 
A 


4 2 
; ( (vd) 


worin die Summen 
N = I RM; O; 00° 

die Senkung der Achse im Punkte %k infolge der Belastung durch alle Fliehkräfte be- 
deutet, die mittels des willkürlich gewählten Wertes ,° ermittelt werden. 

Aus Gl. (46) folgt 

(%“ S mi 01° „\ 

q zum . . . . . . . \ 17). 
(d0 > mi 0; ni 

Auch hier werden die Größen o, wieder nach bester Schätzung den gegebenen 
Verhältnissen entsprechend angenommen und mittels dieser Größen die Durchsenkungen 7, 
unter den Lasten »n;0; ©“ rechnerisch oder besser zeichnerisch nach den aus der graphi- 


schen Statik bekannten Methoden ermittelt. 


12. Besondere Ausführungen. a) Die Näherungsformel von St. Dunker 
lev‘), die als empirische Zusammenfassung der Ergebnisse zahlreicher Versuche auf 
gestellt wurde, lautet 


| | | { ‘ 
te 2. EEE 


() 1,” dy” (94 () 


wobei ®, die kritische Geschwindigkeit ist, die auftritt, wenn die Masse , allein auf der 
Welle sitzt und alle anderen Massen entfernt werden. Aus dieser Formel folgt unmittel- 
bar, daß durch das Hinzutreten weiterer Massen die kritische Geschwindigkeit einer be 
stimmten Welle verkleinert wird. Die Abweichungen, die auf Grund dieser Formel 
gegenüber den aus genauen Methoden ermittelten Werten gefunden werden, betragen 
meist nur 3 bis 4 vH. 

Theoretische Begründungen dieser Formel sind von Blaeß?) (S. 510) und Hahn‘) 
gegeben worden. Die Verwendung dieser Formel für eine zeichnerische Bestimmung der 
kritischen Geschwindigkeit wurde von M. Krause‘) angegeben. 

b) Bestimmung der höheren kritischen Drehzahlen. Die kritische Dreh- 
zahl 1. Ordnung oder »kritische Drehzahl« schlechthin ist jene, bei der die Gestalt der 
elastischen Linie die kleinste (mit den Randbedingungen verträgliche) Zahl von Knoten 
punkten enthält; bei der beiderseitig und einseitig gelagerten Welle liegt dabei längs 
der Welle kein weiterer Knoten. Die höheren kritischen Drehzahlen sind dagegen jene, 
die den Formen der Biegelinie mit I, ?.... Knoten längs der Welle entsprechen. Aus 
allgemeinen Sätzen über die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Differential- (und 
Integral-) Gleichungen folgt, daß zu den in aufsteigender Reihe geordneten kritischen 


Drehzahlen ®,, ®,, .... Biegelinien mil 0, !, 2... . Knotenpunkten längs der Welle 
gehören. 


Für die Anwendung der zeichnerischen Verfahren muß die Biegelinie der Welle 
jeweils so angenommen werden, wie sie voraussichtlich der zugehörigen kritischen Dreh 
zahl entsprechen wird: für die kritische Geschwindigkeit r-ter Ordnung muß die Biege- 
linie » — 1 »Schwingungsbäuche« aufweisen. Bei dem Verfahren von StodoJa’) wird 
die jedem dieser Schwingungsbäuche zugehörige Belastung für sich allein auf die Welle 
aufgebracht und sodann die tatsächliche Durchbiegung als Uebereinanderlagerung dieser 
einzelnen Senkungen ermittelt; auf diese Weise wird die angenäherte Bestimmung der 
kritischen Drehzahl r-ter Ordnung auf die Auflösung einer Determinantengleichung 
r-ten Grades zurückgeführt. 


) Revue de mecanique, 19053, 8. 517. 

2) On the whirling and vibration of shafts, Lond. Phil. Trans. 185 A. 1891, S. 279 bis 360, 
ein Auszug hiervon in Lond. R. S. Proc. 54, 18953, 8. 365 bis 370. 

3) Note sur la vitesse ceritique des arbres et la formule de Dunkerley, Schweiz. Bauz. 1918, S.110. 

I) Zur Berechnung der kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen, Z.d. V.d.I. 5s, 1014,98. 9878, 
) Dampfturbinen. S. 356. 
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c) Kritische Drehzahlen für mehrfach gelagerte Wellen. Durch das 
im vorhergehenden Abschnitt gekennzeichnete Verfahren ist zugleich auch der Vorgang 
zur angenäherten Ermittlung der kritischen Drebzahlen mehrfach gelagerter (durch- 
laufender) Wellen gegeben. Die Wahl der Knotenpunkte der Biegelinie, auf die sich 
das zeichnerische Verfahren stützt, darf dabei nicht mebr willkürlich erfolgen; diese 
Biegelinie muß vielmehr durch die gegebenen Stützpunkte bindurchgehen und muß für 
die kritische Drehzahl I. Ordnung in den aufeinander folgenden Feldern Durchbiegungen 
nach verschiedenen Seiten aufweisen. Die übersichtliche Durchführung des auf dieser 
Grundlage aufgebauten Verfahrens wurde von W. v. Borowicz') gegeben. 

d) Versteifende Wirkung von Scheiben größerer Breite. Wenn in den 
zeichnerischen Verfahren für J in der »Steifigkeit« EJ lediglich das Trägheitsmoment 
des Wellenquerschnittes eingesetzt wird, so erhält man in den Fällen, wo es sich um 
Scheiben größerer Breite handelt (wie Rotoren oder Anker von elektrischen Maschinen, 
breite Dampfturbinenräder u. dergl.), für die kritischen Geschwindigkeiten viel nie- 
drigeere Werte, als sie an den fertigen Maschinen beobachtet werden. Der Grund hierfür 
liegt darin, daß solehe Scheiben die Steifigkeit der Welle erhöhen, wodurch die kritische 
Geschwindigkeit hinaufgesetzt wird. Eine auf die Welle aufgesetzte Scheibe von größerer 
Breite macht das Wellenstück längs der Breite der Scheibe im Vergleich zu den unver- 
stärkten Stücken nahezu völlig unverbiegbar. Durch Berücksichtigung dieses Umstandes 
gelingt es, bei Wellen von der angegebenen Art eine bessere Uebereinstimmung mit den 
Beobachtungen zu erzielen ‘). 

e) Kritische Drehzahlen bei Vorhandenseia einer Längsbelastung. 
H. Melan’) hat den Einfluß einer Längsbelastung der Welle auf die Ausbildung der 
kritischen Zustände untersucht und gefunden, daß dieser Einfluß für die praktisch vor 
kommenden Fälle sehr gering ist, und erst bei größeren Werten der Längskraft merklich 
wird. Für die weitere Ausführung dieser Betrachtungen dürfte sich die Heranziehung 
der genaueren Gleichungen für die elastische Linie empfehlen, die schon in © benutzt 
wurden. 


13. Versuchsergebnisse. Mit experimentellen Untersuchungen über das Ver- 
halten von Wellen bei den kritischen Geschwindigkeiten und über die Bestimmungen 
dieser kritischen Geschwindiekeiten durch Beobachtungen haben sich mehrere Forscher 
beschäftigt. Umfangreiche Versuchsreihen mit Wellen verschiedener Stärke in verschie- 
denen Lagerungen rühren von Dunkerlev‘) (S. 311) ber, sie haben auch zur Aufstellung 
der diesen Namen tragenden Näherungsiormel geführt. Die Formel von A. Föppl wurde 
durch L. Klein!) geprüft und gut bestätigt gefunden. Die neuesten Versuche stammen 


von A. Stodola ’), dem es auch gelang, die kritischen Wellenformen mit 0, 1, 2.... 
Schwingungsbäuchen bei den aufeinanderfolgenden kritischen Drehzahlen 1, 2,3... -ter 


Ordnung bei allmählicher Steigerung der Umlaufzahl deutlich sichtbar zu machen; auch 
bei diesem Versuch ergab sich befriedigende Uebereinstimmung der beobachteten Dreh- 
zahlen mit den theoretisch ermittelten Werten. Besondere Versuche wurden auch ange- 
stellt, um den Einfluß der Zähigkeit des umgebenden Mittels auf die Ausbildung der 
kritischen Zustände festzustellen. 


$Schlußbemerkung. Der vorliegende Bericht, der nach keiner Richtung hin Voll 
ständigkeit anstreben konnte, dürfte doch die große Mannigfaltigkeit von Problemen 
erkennen lassen, die sich an die Frage der kritischen Geschwindigkeiten von elastischen 
Wellen knüpfen; diese Frage gehört einem Gebiete an, das im letzten Jahrzehnt im 
Mittelpunkte des theoretischen Interesses gestanden hat, und das auch von Seite der 
wissenschaftlich arbeitenden Ingenieure durch Angabe von zahlreichen Verfahren für 
seine tatsächliche Lösung wertvolle Bereicherungen erfahren hat. 305 


I) Beitrag zur Bereehnung der kritischen Gesechwind'gkeiten von zwei und mehrfach zelagerten 


Wellen, Dissertation, München 1915 
Stodola, Damptturbinen, 8. 385 bis 384. 
Kritische Drehzahlen von Wellen mit Längshelastung, Zeitschr. d. öst. Ing.- u. Arch.-Ver. 1917, 
Heft 44 u. 45. 
') Theorie, Kon-truktion und Nutzeffekt der Dampfturbiuen, Z. d, V.d. Ing. 39, 1895, S. 1192; 
und Versuche über die Selbsteinstelluug dünner Wellen um den Schwerpunkt bei hoher Tourenzahl, 
Ziviling. 41, 1895, S. 521 


Dampfturbinen, S 597 bis 398. 
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KURZE AUSZÜGE 


Baumechanik. 


Für das Berechnen von Druckstäben 
eiserner Eisenbahnbrücken gibt die deutsche 
Reichsbahn neue Vorschriften an (Vorschriften 
für Eisenbauwerke, Grundlage für das Ent- 
werfen und Berechnen eiserner Eisenbahn 
brücken, amtliche Ausgabe, Berlin 1922 Bei 
einem einteiligen Stab wird für die Schlank 
heit T:r 0 bis 60 (T ist die freie Knicklänge. 
i der Trägheilshalbmesser der Querschnitts 
fläche) mit einer konstanten Knickspannung 
serechnet, die z.B. bei Flußeisen gleich 2100 at 
gesetzt ist. Für /::?> 100 wird die Euler- 
Formel zugrunde gelegt, im Bereich T:ti = 60 
bis 100 ist für die Knickspannung ein linearer 
Verlauf mit 7:i angenommen. Gegenüber der 
früheren Vorschrift, in der im unelastischen 
Bereich nur die Bemessung für Druckbean 
spruchung und der Nachweis einer mindestens 
ünffachen Sicherheit nach Euler verlangt 
war, ist grundsätzlich entschieden ein Forl 
schritt zu verzeichnen. Es wird jedoch der 
verlangte Sicherheitsgrad ım unelastischen Be 
reich auf zweı herabgeminder! 


Einfache Formeln zur Bestimmung der 
Widerstandsmomenite und des Kerns von 
Querschnittsflächen leitet E. Beyerhaus ab 
Der Bauingenieur 1922, 8.529 bis 5341 und 
S. 558 bis 558). Sind 1 und 2 die Schwer 
punktshauptachsen, & und y zwei beliebige 
aufeinander senkrecht stehende Schwerpunkts- 
achsen, deren x-Achse mit der Achse i den 
Winkel « einschließt, so ist bei Wirkung «eines 
Biegungsmoments M, dessen Ebene normal zur 
v-Achse stehl, die Spannung im Punkt vw.y 
dureh die Gleichung 


cos A 


Oayy M (\ycosa rsin«) 
R: 
sin « 3 
+ M— (zcosa + ysin a) 
Ja 
gegeben. J ıst das Trägheilsmoment, der Index 
gibt an, auf welche Achse bezogen. Unter 


Beachtung der bekannten Gleichungen 
Ju Jı cos’a— Jg sin? a, 

J, = Jı sin?’a + Ja cos?a, (Ju-J)tg2a = 20 
errechnet Beverhaus die Spannung 
Ju y— x 
JJy— 0° 

Wenn man das Devialionsmoment € be 
stimmt, ohne hierzu die Hauptträgheits 
momente J/, und Js zu benutzen, kann man 
also die Spannung finden, ohne die Lage der 
Hauptachsen und die Hauptträgheitsmomente 
zu kennen. Schließt die Ebene des Biegungs- 
moments einen Winkel mit der x-Achse ein. 
so zerlegt man das Moment in Komponenten 
normal zur x-Achse und normal zur y-Achse 
und verwendel entsprechend d’e obenstehende 
Formel. Der Wert M:omax wird als Wider- 


Oz, U — N 





standsmoment definiert Träst man fur 
jede Richtung der Ebene des Moments von 
Schwerpunkt aus radial in dieser Richtung das 
Widerstandsmoment auf, so ergibt die Verbin 
dung der Endpunkte, wie Beyerhaus zeig! 
e'n Vieleck, die Widerstandsfigur 
Hierbei gelten die Beziehungen: verbindet man 
die Querschnittseckpunkte so, daß einsprin 
sende Winkel vermieden werden, so entsprich! 
jedem Eckpunkt eine Umgrenzungsgerade und 
jeder Geraden ein Eckpunkt der Widerstands 
figur. Eine Analogie mil der Kernfigur ist er 
sichtlich. Tatsächlich sind die Seiten der 
Kernfigur denen der Widerstandsfigur parallel. 
aber auf der entgegengesetzten Seite des 
Schwerpunkts Da ferner beim Kern nur 
Spannungen einer Richtung in Betracht kom 
men, ‚während beim Widerstandsmoment der 
Drehsinn des Moments unbeachtet geblieben 
ist, hat die Kernfigur bei nicht polarsymme 
trischen Querschnitten doch ein wesentlich 
anderes Aussehen als die Widerstandsfigur 


Bei der Berechnung statisch unbestimmiter 
Tragwerke ist es eine grundlegende Aufgabe, 
geschickt das Hauptsystem auszusuchen. Zwi 
schen den Stabkräften in einem stalisch un 
bestimmten Fachwerk und den Unbekannten 
der Elastizitätsgleichungen besteht infolge des 
Superposilionsgeselzes die Beziehung 

SS S 1 ©, X, t © Ag Pr A 
wobei die X die aus den Elastizitätsglei 
chungen bestimmbaren Ueberzähligen, © die 
Stabkraft im Hauptsystem für den Lastangriff, 
©; die Stabkraft im Hauptsystem für den 
»Zustande Xı=1, &s für den >»Zustand« 
Xga= 1 usf. bedeuten. Es ist nun ganz primi 
tiv gesprochen, ein Hauptsystem dann zweck- 


mäßig — wegen der kleinern Fehler bei der 
zahlenmäßigen Berechnung wenn die X 


gegenüber den © gering sind und die Multi 
plikatoren ©,, © . . . kleine Werte haben, so 
daß der Zusatz Sı X +&Xs-+ .... nur 
eine Korrektur der Stabkraft © vom Haupt 
system bildet. 

G. Kriwoschein sucht dies dadurch zu 
erreichen. daß er als Unbekannte sogenannte 
statisch unbestimmte Differenzen einführ! 
Ein neues Verfahren zur Berechnung sta 
tisch unbestimmter Tragwerke, Die Bautech 
nik 1923, S.42 bis 44, S.5S1 bis 52 und 8.67 
bis 69). Der Gedanke ist hierbei im grunde 
genommen der folgende: man setzt für die 
Ueberzähligen 

Ah +, h=bt+tm.. 
mit den £ als willkürlichen Werten, die man 
so annımmt, dab sıe den zu erwartenden \ 
möglichst nahe kommen. Dann faßl man die 
v, die Differenzen zwischen den Ueberzähligen 
und den Näherungswerten als stalisch unbe 
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stimmte Größen auf. Die oben angeschriebene 
(leiehung erhält jelzt die Form 


g&, +, .) + Yı7T + DT + .. 


(N 


v — re 
» me (WW) . ©; &, 4 \ 
=D-+ 9ı 7ı + Sr, +. 


S ist eine Stabkraft im Tragsystem mit den 
XS als den Ueberzähligen. Man berechnet so- 
mit die statisch unbestimmten Differenzen 
aus denselben Gleichungen wie sonst die Un- 
bekannten X und setzt © anstatt © ein. 


Wenn es gelingt, die Größen & zutreffend zu 
lınden, was natürlich erst bei einem zweilen 
Rechnungsgang der Fall sein kann, so enl- 
spricht «dies der Annahme eines günsligen 
IHaupisystems: dies und nichts anderes ist 
der Sinn des Verlahrens 


Tragwerke von veränderlicher $Stützung 
bzw. von veränderlicher Gliederung nennt 
II. Müller-Breslau Systeme, bei denen bei 
gewissen Angriffen einzelne Stützkräfte bzw. 
einzelne Stäbe unwirksam werden. Hierdurch 
verändert sich der statische Charakter des 
Systems. Liegt z. B. ein stalisch unbestimmites 
Fachwerk vor, von dem ein Teil der über- 
zahligen Stäbe nur Iragend ist, wenn die Stab 
krafte innerhalb bestimmiter Grenzen (z.B 
nur Zugkräfte) sind, so bietet die Rechnung 
insofern Schwierigkeiten. als man von vorn- 
herein nicht sagen kann, welche der Ueber- 
zahligen bei einem vegebenen Lastangrilf zur 
Wirksamkeit gelangen werden, das tragende 
System also noch nicht bekannt ist. Man ist 
dann auf Versuchsrechnungen angewiesen, um 
das wirksame »Teilsystem« zu finden, d.ıi. das 
System, bei dem alle Stabkräfte die verlangten 
Bedingungen erfüllen 


\M. Geller befaßt sich damit, eine zweck- 
maßıge Anordnung solcher Versuche zu zeigen 
Der Kisenbau 1922, S. 174 bis 187 und 8. 101 
bis 201 Das Problem ist so Tormulier! 
es ist ein Teilsystem zu finden, dessen Klasti- 
zitatsgleichungen nur positive Werte für die 
Ueberzähligen ergeben ‘die möglichen Werte 
der UVeberzähligen sind positiv bezeichnel 
das dann beim Hinzufügen von anderen Ueber 
zahligen ein nicht positives System wird und 
bei dem schließlich alle nicht als wirkend an- 
senommenen Stäbe «einen negaliven Stabkraft- 
wert haben. Für die Berechnung empfiehlt 
es sieh, ein statisch unbestimmtes Haupt- 
system zu wählen, und zwar mil jenen Veber- 
zähligen. die sowohl positiv als negativ sein 
können. Dadurch wird die Zahl der Versuchs 
rceehnungen natürlich eingeschränkt. Bei dem 
ın Betracht gezogenen Teilsystem kann man 
jetzt die sämtlichen noch vorhandenen Ueber- 
zahligen entweder auf einmal bestimmen oder 
man kann stufenweise immer eine neue weitere 
Unbekannte einführen. Umständlich ist auch 
die Ermittlung der Einflußlinien der einseitig 


widerstehenden Ueberzähligen, da bei verschie- 
denen Laststellungen immer andere Teilsysteme 
wirksam werden können. Geller untersucht 
als Beispiel einen biegungssteifen Ring mil 
schlaffen Radialstäben. 


Eine bemerkenswerte Berechnung der 
Rahmenträger zibt K. Tschalyscheff (Der 
Bauingenieur 1922, S. 208 bis 210 und 8. 211 
bis 249). Sind im Rahmenträger Diagonalstäbe 
eingefügt, so entsteht bei Annahme von rei- 
bungslosen Gelenken in den Anschlüssen der 
Stäbe ein Fachwerk. Der Spannungszustand 
des Rahmenträgers wird nun zusammengeselz! 
aus dem des Fachwerks mit der Wirkung der 
äußeren Kräfte (Knotenlasten) und dem eines 
Rahmenträgers unter dem Angriff von Gegen- 
kräften, die die Richtung der Diagonalen 
haben und den entsprechenden Diagonalkräften 
des Fachwerks entgegengesetzt gleich sind 
Unter den Knotenlasten erleiden «die Fach- 
werkstäbe keine Biegung und daher ist die 
Biegungsuntersuchung auf die des Rahmen 
trägers bei Wirkung der Diagonalkräfte hin- 
seführt. Diese Berechnung ist aber einfacher 
als die ursprüngliche. Zwei Diagonalkräfte 
befinden sich innerhalb eines Feldes im Gleich- 
gewicht, der Einfluß von zwei solchen Gegen- 
kräften nimmt nach beiden Seiten hin ab, 
was für die praktische (näherungsweise) Be- 
rechnung wichtig ist. Dann bleibt noch die 
Wirkungsart der Außenkräfte auf den Trager 
immer die gleiche. 

Die grundlegende Aufgabe ist die Bestim- 
mung der Einspannmomente der Gurtstäbe, 
der sogenannten »Gurtmomente«. Die Kräfte 
im Feld selbst liefern hierzu den Hauptanteil, 
das sogenannte Grundmoment, die Momente 
aus den anderen Diagonalkräften bilden nur 
eine Korrektur. Sind die Gurtmomente be- 
kannt. so ist die Lösung des Problems ge 
seben. Der Rechnungsweg ist der: es wird 
jedes Feld für sich allein untersucht und die 
Wirkung der weggelassenen Teile durch eın 
noch unbekanntes  »reduziertes«  Trägheits- 
moment der Pfosten ersetzt. Dadurch gelingt 
es, eine Trennung in einzelne dreifach sta- 
tisch unbeslimmte Rahmen herbeizuführen, 
deren Berechnung bequem zu erledigen ist 
Auf diese Weise kann das Gurtmoment vr- 
mittelt werden. Es bleibt noch übrig, die 
Reduktion der Trägheitsmomente der Pfosten 
zu finden. Das geschieht aus der Anschluß- 
Bedingung, daß der für zwei Rahmen ge- 
meinsame Pfosten, von beiden Feldern aus 
berechnet, die gleiche Deformalion haben muB. 
Tschalyscheff untersucht  Parallelträger 
mit gleichen und ungleichen Gurlquersehnitten. 
Vieleckträger und Stockwerkrahmen. Die Be- 
rechnung kann mit beliebiger Schärfe erfolgen, 
es werden jedoch vereinfachende Näherungen 
mitgeteilt, deren Ergebnisse mit genauen 
Werten gut übereinstimmen. 

J. Ratzersdorfer. 297 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Ueber zwei neue Rechentafeln für Mulii- 
plikation und Division. Die Herstellung von 
\ultiplikalions- und Divisionstabellen ist im all- 
emeinen mil gewissen Unbequemlichkeiten ver- 
nüpft, Sollen die Ergebnisse auf etwa 0,5 vH 
'enau sein, so ist bei der üblichen Anordnung 
der Faktoren eine etwa 50 seitige Tabelle erfor- 
derlich, die mindestens 10000 Zahlen enthält. 
Werden für die Division besondere Eingänge 
vorgesehen, so erhöht sich diese Anzahl auf 
20000. Dabei ist die Genauigkeit der Tabelle 
ın den verschiedenen Abschnitten sehr un- 
sleich und variiert zwischen Anfang und Ende 
innerhalb p und 10pvH, so daß die Rechen- 
senauigkeit stellenweise entweder nicht aus- 
reicht oder unnötig groß ist. 
Das ım folgenden beschriebene Verfahren 
vermeidet diese Nachleile: Die Mulliplikations 
und Divisionstafel weist in allen Teilen gleich 
bleibende Genauigkeit auf und löst ihre Aul- 
sabe mit einer auf zwei Seiten untergebrachten 
Z/ahlenmenge von 1000 Zahlen, von denen nur 
230 verschieden voneinander sind. Wie aus 
\bb. 1, die eine Mulliplikationstafel zeigt. er- 
sichtlich ist, schreiten die Zahlen in geo- 
metrischer Folge fort; ihre Anordnung erfolg! 
a) in großen Schritten mit einer Steigung 
von etwa 10vH (siehe z.B. Eingang PB, 
erste wagerechte Zeile 0 

b) ın feiner Teilung mit einer Steigung von 
rd. 1vH (siehe z.B. Eingang D, erste 
senkrechte Gruppe 0 bis 9). 

Der genaue Quotient der Zahlenlolge beträgt 
1.010060 und ist durch folgende Veberlegungen 
sewonnen: 

Wir stellen jede Zahl in der Form y= g" 
dar, wobei q eine Konstante bedeutet und x 
zunachst nur ganzzahlige Werte annehmen 
soll. Die Differenz zweier aufeinanderfolgen- 
der Zahlen der Reihe ergibt sich demnach zu 

z+1 


ld "="Ww—-V)=yW— 1). 

Wird 4 derart bestimmt, daß (q -- 1) einer 
/ehnerpotenz möglichst nahekommt (z. B. 
einem Werte 0.1, 0,01 oder dergl.), so ist die 
Differenz in jedem Falle an den ersten Ziffern 
der Zahl y abzulesen. Hiermit gewinnen wir 
einen wesentlichen Vorteil für Interpolationen. 
wie sich im folgenden zeigen wird; «es er- 
ubrigt sich die Anordnung einer besonderen 
Interpolationsspalte. 

Wesentlich neu an der Tafel ist, daß die 
kechnung, genau wie beim Rechenstab, unab- 
hangig von der Größenordnung der Faktoren 
durchführbar ist. Man erfüllt diese Forde- 
"ung dadurch, daß man zwei aufeinanderfol- 
sende Zehnerpotenzen, im vorliegende Falle 
I000 und 10000, als gegebene Glieder der 
eihe wählt. Es sei 10000 das (n-+- 1L)te Glied 
ler Reihe. Dann muß mit Rücksicht auf 
(ruppenteilung der Zahlen in Zehnergruppen 

ein Vielfaches von 10 sein. 

Es handelt sich also um eine Lösung der 
(Gleichung 


y" == 10 


unter folgenden Bedingungen 

a) q soll dem Werte 1,01 möglichst nahe 

kommen, 

b) n soll durch 10 teilbar sein 

Diese beiden Bedingungen lassen sich nur 
naherungsweise miteinander in Einklang brin 
sen. Die Rechnung zeigt, daß die günsligste 
Lösung der Aufgabe durch die Werle 250 
und 7 1.010060 herbeigeführt wird 

In den Eingängen A und PB befinden sich 
die Glieder der auf diese Weise vermittelten 
seomelrischen Reihe. Die Abrundungen wur 
den in üblicher Weise auf vier Dezimalen 
derart vorgenommen, daß die Fehler kleiner 
als eine halbe Einheit der vierten Stelle 
bleiben. 

Wir wollen im folgenden die Zahlenmenge 
der Eingänge mit den Worten Kınsangs 
feld A« bezw. »D« bezeichnen im Gegensatz 
zu der Zahlenmenge der Resultate im »KEr 
sebnisfeld«. Die am Eingangsleld B links und 
am Kopf des Eingangsfeldes A angegebenen 
fetl gedruckten Zahlen mögen als »Zwischen 
wertszeiger« bezeichnet werden. die im Er 
sebnisfeld an Stelle von Zahlen gesetzten 
Buchstaben a bis x als »Ergebniszeiger 

Im Eingangsfeld PB sind die 230 Zahlen in 
25 Gruppen zu je 10 Zahlen angeordnet. Num 
meriert man die wagerechten Gruppen mit den 
Zwischenwertszahlen O0 bis 9 so sind alle 
Zahlen der 5. wagerechlen Zeile um rd. vH 
srößer als alle Zahlen der 0. Zeile. Trifft man 
die Anordnung im Eingangsfeld A in ähnlicher 
Weise, aber so, daß die Zahlen und Gruppen 
der Bequemlichkeit der Ablesung halber ver 
tauscht sind, so hat man hiermit in den 
beiden Eingangsfeldern die Möglichkeit, alle 
vorkommenden Zahlen mit einer Genauigkeil 
von —-0,5vH zu finden. 

Da in der Zahlenfolge y = y* der Exponent 
nur ganzzahlige Werte durchläuft, so wird 
auch jedes Produkt yı ya = y*"!+*? und jeder 
Quotient yı:ya = g”"' "? durch einen ganz- 
zahligen Exponenten charakterisiert. Es ge- 
hört also jedes Produkt aus zwei oder mehr 
Zahlen, die der gewählten Menge von 230 
Zahlen angehören, wieder dieser selben Meng« 
an; die oben angestellten Ueberlegungen zei 
gen, daß die Zehnerpotenz hierbei nicht ein 
seht. Es würden also, wenn man «eine voll 
ständige Multiplikationstalfel haben wollte, diese 
230 Zahlen im FErgebnisfeld immer wieder 
kehren. Deshalb ist es aber überhaupt nicht 
nötig, sie in das Ergebnisfeld zu setzen. Es 
genügt, wenn man aus dem Ergebnisfeld er- 
sehen kann, an welcher Stelle des Eingangs 
feldes A oder PB die Ergebniszahl steht. Das 
geschieht auf Grund folgender UÜeberlegung 
Multiplizieren wir die 5. Zahl der 3. Gruppe 
des Eingangsfeldes DB (1284) mit der 3. Zahl 
der 5. Zeile des Eingangsfeldes A (1538), so isl 
die erstgenannte Zahl um etwa 5vll vrößer 
als die 0. Zahl der 3. Gruppe (1222), und die 
3. Zahl der 5. Zeile des Eingangsfeldes A ist 
um rd. 3vIl größer als die 0. Zahl der glei- 
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nach Pirani. Schwerdt und Loebe. Genauigkeit durelischnittlich 0,25 
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n Zeile (1492 Das Ergebnis ist also um 
| wa SyvH größer als das der Zahlen mit den 
wischenwertszeigern 0. Ordnel man also im 


"gebnisfeld nur die Multiplikalionsergebnisse 
ierjenigen Zahlen an, welche den Zwischen 
erlszeiger 0 haben. also die 23 Zahlen der 
' Zeile im Eingangsfeld RP (im Eingangsfeld A 
nd es die Zahlen der 0. Gruppe), so kann 
an aus diesen Zahlen das Ergebnis jeder 
‚wischenzahl berechnen, wenn man weiß, wie 
el vH die Zwischenzahlen von den Zahlen 
" 0. Gruppe entfernt sind. Diese prozen 
ıalen Abweichungen werden aber wesen der 
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besonderen Wahl von 9 durch die Zwischen 
wertiszeiger in ausreichender Genauigkeit an 
vegeben. 

In unserem Beispiel wuüden wır also die 
Zahl 1823 errechnen. wenn wir die beiden 
Zahlen 1222 und 1492 mit den Zwischenwerts 
zeigern 0 miteinander multiplizieren. Da wir 
wissen. daß das Resullat um rd. 5-3 SsvH 
srößer sein muß, erhalten wir also in der 
Zeile 18253 die Zahl mit dem Zwischenwerts 
zeiger 8, d. h. 1975 

Wir brauchen also, und das ist eine weitere 


Vereinfachung für den Gebrauch der Tafel und 
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ur ihre Herstellung, im Ergebnisfeld über 
haupt keine Zahlen zu drucken, sondern nur 
eine Reihe von 253 verschiedenen Bezeichnun 
sen zu wählen. am besten Buchstaben des 


\lphabets. 
Kommen wir auf unse Beispiel zurück, so 
ergibt sich kurz folgendes Verfahren Die 


Gruppe des Eingangsfeldes PD, welche die Zahl 
1284, und die Zeile des Feldes A, die den 
anderen Faktor 1558 enthält, bestimmen den 
.rgebniszeiger q. Wir addieren die Zwischen- 
werliszeiger » und 3, die zu den gegebenen 
Faktoren gehören und finden im Felde A in 
der Zeile g die 8, Zahl als Ergebnis. 

Entsprechend wird bei der Divisionstafel 
verlahren. nur daß hier die Zahlen im Ein- 
sangsfeld BP umgekehrt angeordnet sind. 

Will man genauer rechnen, so kann man 
zwischen den Zwischenwertzahlen interpolie- 
ren und mit dezimal gebrochenen Zwischen- 
weriszahlen rechnen, wobei als Erleichterung 
ın Betracht kommt, daß immer die beiden 
ersten Ziffern jeder Zahl (bis aul eine Ein- 
heit der letzten Stelle) der Enddifferenz gegen 
die nächste Zahl entsprechen, z. B.: 1451 1418 
Differenz 14, 4815 48614 Dillerenz 49, usw. 

Wenn auch diese Möglichkeit der  Inter- 
polalion die Gewinnung von noch genaueren 
Werten gestattet, so ist sie immerhin ım 
Kopf schon elwas unbequem auszuführen, weil 
man außer der Addition der Zwischehwerls 
zeiger auch noch eine Schälzung oder Er 
rweehnung der Zehntel vornehmen muB. 

Diese Erreehnung wird bei der ım folgenden 
dargestellten Tafel (Abb. 2), welehe im übrigen 
auf demselben Prinzip beruht, vollständig ver- 
mieden Hlier sind nämlich die Zahlen der 
kKıngange A und BR graphisch dargestellt, und 
zwar sind ım Eingang DB 10 Skalen senkrecht 
angeordnet, welche auf der rechten Seite in 
logarithmischer Steigung die Zahlen 1 bis 10 
in einer dem Rechenstab ähnlichen Bezillerung 
enthalten, während jede Skala auf der linken 
Seite die Zwischenwerlszeiger in regulärer Tei 
lung trägt, so daß also diese Zwischenwerls 
zeiger gleichmäßigen logarithmischen oder pro 
zentualen Schritten entsprechen 

Kbenso ist das Kingangsfeld A angeordnel, 
nur daß die Skalen hier «der bequemen Ab- 
lesung halber wagerecht liegen. 

Der Vorteil dieser graphischen Anordnung 
hesteht darin, daß man nicht nur volle 
/wischenwerlte sondern auch gebrochene Zwi 
schenwerte bequem durch Wägung ablesen 
kann. Es lassen sich also mit einer wesen!- 
lich gröberen Zahlenanordnung ebenso genaue 
Resultate wie in der Zahlentabelle der Abb. I 
erhalten oder bei gleicher Wahl der Zahlen- 

anordnung mit geringerem Aufwand an Ueber- 
lesung größere Genauigkeitsgrade erzielen. 

Die Hlerstellung dieser Tafel (Abb. 2) eır- 
lordert keinerlei Rechenarbeit, sondern beruht 
lediglich auf der Herstellung «einer geeigneten 
l,ogarithmenskala. Sie leistet für die Mulli- 
plikalion genau dasselbe wie der Rechen- 
schieber oder «eine nomographische Tafel, 
zeichnet sich aber dadurch aus, daß sie 
keinerlei bewegte Teile besitzt. 
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Das beschriebene Prinzip, Tabellen herzu 
stellen, bei denen .in den Eingangsfeldern 
statt Zahlenreihen oder Zahlengruppen Skalen 
aufgezeichnet sind, ist nicht auf die in Abb. 2 
dargestellte Multiplikationstafel beschränkt, son 
dern laßt sich in nomographischer Hinsich! 
wesentlich erweitern. Dies soll kurz entwickelt 
werden. 
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Jede Zahlentafel mit doppeltem Eingang en! 
spricht einer zugehörigen graphischen Tafel 
mit Kurvenscharen. So ist beispielsweise die 
Multiplikationstafel üblicher Anordnung der 
Pouchetschen Hyperbeltafel zugeordnet, wie 
aus der Tabelle und den Abb. 3 und 4 hervor 
seht. Dabei wollen wir das Achsenkreuz unter 
Transformation y, yın der aus Abb. 4 er 
sichtlichen Weise wählen ‚damil die Analogie 
besonders deutlich werde 
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Die in Abb. 1 dargestellte Zahlentafel ent- 
spricht nun, wie schon die geradlinige Struktur 
im Ergebnisfeld und die logarithmische Anord- 
nung in den Eingangsfeldern erkennen lassen. 
der Lalanneschen Multiplikationstafel. Stellt 
man diese Beziehung in den Vordergrund, so 
läßt sich der in Abb. 2 wiedergegebene Skalen: 
rechner unmittelbar aus dem Lalanneschen 
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Diagramm ableiten. Dazu teilen wir auf den 
\chsen Z=logr und n log y die logarith- 
mische Einheit in beliebige, aber unlerein- 
ander gleiche Strecken ab bc cd usw. 
Das Ergebnisfeld wird dadurch in Parallel- 
streifen konslanter Breite zerschnitten Ks 
werden nun alle Strecken in der aus Abb.» 
ersichtlichen Weise um 900 gedreht. Die Inter- 
polation innerhalb eines Parallelstreifens wird 
durch Addition der Zwischenwerlszeiger er- 
setzt. Sie ist zunächst an den Neigungswinkel 
15% der Parallelstreifen gebunden, ist aber von 
den speziellen Funktionsskalen auf der Z- und 
-Achse unabhängig. Daraus folgern wir so- 
lort, daß sich das Prinzip des Skalenrechners 





























S$Spannungsverteilung in rotierenden 
Scheiben, Für das Problem der Spannungs- 
verteilung in rotierenden Körpern kannte man 
bis heute nur zwei strenge Lösungen; dies 
sind: die Lösung von Chree für das Ellipsoid 
und die Lösung von Love für die Scheibe 
gleicher Dieke. Es ist mir nun gelungen, die 
genauen Differentialgleichungen für den Span- 
nungszustand in einem rotierenden achsen 
symmetrischen Körper ganz allgemein zu in 
tegrieren und aus dieser allgemeinen Inte 
gration eine neue brauchbare spezielle Lösung 
abzuleiten. 

Sind & und & die radiale resp. axiale Ver- 
schiebung eines Massenelementes, dann ist 


b’e’d’ E=ar+ bay? + er-I! 
[A p) 
AM 5 ud . 
’r-, [in M 3678970 | Pr (1 v) (1 —2v)+8 (1 vr) a— (1 >») ala 
di} G zZ u ? 
er" fr) b—(1—2») (1+»r) (1—2»r) +8 (1— vr) + (1 2r)b| 
ai, : ” 
‚Tec 2 | y 
N 9} (1 — )?) 
T 17 
I eine partielle Lösung «der Differentialglei- 
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auf alle graphischen Tafeln übertragen laßt, 

die im Ergebnisfeld eine Parallelschar von Ge- 

raden besitzen. Der Neigungswinkel 45° laß! 
sich in jedem Falle durch geeignete Wahl 
eines Maßstabes entweder auf der Z&- oder 

-Teilung herstellen. 

Der Skalenrechner stellt eine Verallgemei- 
nerung der Tafeln mit parallelen Geraden 
scharen ! dar; er ermöglicht, auf kleinem 
Raum eine erhebliche Steigerung der Genauig- 
keit zu erreichen. 

Zusammenfassung. 

Is werden auf logarithmischem Prinzip be 
ruhende Stugra-Tafeln beschrieben, welche fol 
sende Eigenheiten haben: 

I. Es wird zunächst ein Näherungsresullal 

errechnet. 

2. Die Gewinnung des genauen Resultales er- 
[folgt ohne Ablesung der Näherungszahl 
durch Addition zweier  Zwischenwerls- 
zeiger, die zwischen den Zahlen 0 und 9 
liegen. 

3. Hierdurch erübrigt sich die Anordnung 
von Zahlen im Ergebnisfeld; sie können 
durch eine begrenzte Anzahl von Ergebnis- 
zeichen ersetzt werden, im vorliegenden 
Falle durch die Buchstaben des Alphabels 

I. Die Aufsuchung des Ergebnisses erfolg! 
in einem der beiden Eingänge. 

>. Statt der Reihen- und Zahlengruppen 
können in den Eingängen Skalenanordnun- 
gen verwendet werden, 

M, Pirani und H, Schwerdt,. 278 

I) vergl. z. B. H. Schwerdt »Ueber graphische 


Darstellungen mit Kurvenscharen«, Phys. Z. 8. 18, 
S. 45 bis 53, 1917. 


chung. Die Festwerte a, 5, ce erhält man als 
Lösungen eines Systems simultaner, linearer 
Gleichungen, wenn man & und £ in die Ober- 
flächenbedingungen einsetzt. Dieser Ansatz 
enthält die Lösungen von CUhree und Love, 
er gestattet aber auch hyperbolische Scheiben 
mit speziellen Randbedingungen zu bestimmen. 
Ist A= Cxr-!' die halbe Dicke einer hyper 
bolischen Scheibe, so ergeben sich für die 
Spannungen folgende Ausdrücke: 


5% 4 IAG Er 
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o —= |— 0,702 .. 2? + 0,553... y® 0,533... bei dem Auftreffen eines Elektrons auf die 
U? x-°] u? | verschiedenen Moleküle eine eckige Kurve zu 
= [— 0,404... ır? 0,553 .. y? + 0,533. erwarten. Es fragt sich nun, ob eine große 
6? x-?] un? Anzahl soleher Abweichungen tatsächlich eine 

ge 0,702... y? ua? scheinbar glatte Kurve erzeugen kann. 
r = 0,702... zu um. Herr Il. L. Glassen widerspricht in einem 


In Abb. 1 ist ein Beispiel unter den An- 
nahmen 

u — 7,8/981 :10-?kg/em-?, n 1000 t/min, 

U — 200 em? 

lurchgereehnet. Einer Ausdehnung der Rech 
nungen auf allgemeinere Profile und Rand- 
bedinzungen steht die recht umständlich 
werdende Rechenarbeit entgegen. 

Dieses Beispiel zeigt den geringen Einfluß 
der Spannungen o„ und r und ergibt auch 
für o, und o: Werte, welche im wesentlichen 


nur von x abhängen. Es ist somit zu er 
warten, daß die in der Praxis geläufige An 
nahme, u. = 0, €=(, 9, und m seien nur 


Funktionen von x, eine recht zute erste An- 
näherung darstellt. 


Zürich. Ch. Hummel. 271 


Die Bahnen der 3? - Strahlen. Herr 
C. T, R. Wilson hat in seiner bekannten 
Arbeit »Ueber einen Expansionsapparat zur 
Sichtbarmachung der Bahnen ionisierender 
Teilchen in Gasen und über einige mittels 
(lieser Apparate gewonnenen Ergebnisse«'!) ein 
Verfahren angegeben, die Bahnen ionisierender 
Teilchen in einem Gase sichtbar zu machen. 
\uf Grund dessen gelang es ihm, die Bahnen 
der 2-Teilchen selbst zu photographieren. 
Dabei stellte sich heraus, daß die 3-Strahlen, 
solange ihre Geschwindigkeit sehr hoch ist, 
allmähliche Biegungen aufweisen, aus denen 
sich große -Ablenkungen ergeben. Dies wird 
dahin gedeutet, daß es sich um das Resultat 
einer großen Anzahl aufeinander folgender 
Ablenkungen handelt, im Gegensatz zu den 
plötzlichen Knicken, die die «a-Strahlen am 
Ende ihrer Reichweite zu erfahren pflegen. 
Dal also die Balınen der 3-Strahlen im Gegen- 
satz zu den zweiten auf Zufallswirkung be 
ruhen. Danach erfahren die Strahlen ent- 
sprechend der kinetischen Gastheorie bei 


jedem Anprall an ein Molekül eine Richtungs- 


änderung. An und für sich wäre man geneigt, 


Fi 
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Abb. I 


') Jahrbuch der Radioaktivität und Elektronik. 
Band 10, Leipzig, 1913. 


Aufsatz »Some peeuliarities of the Wilson 
ionisation tracks and asuggested explanation«?) 
der Auffassung, daß die Stetigkeit der 
Bahnen auf Zufallswirkungen beruhe. 
Er konstruiert zu der Bahn verschie- 
dene Krümmungskreise und glaubt, 
daß die Strahlen sich in aufeinander 
folgenden Kreisen von zufälligen Ra- 
dien, Richtungen und Dauer des Auf- 
enthaltes auf dem Kreis bewegen. Zur 
Erklärung nimmt er ein Magnetfeld 
von der Größenordnung von mehreren 
100 Gauß an, das sich innerhalb des 
Gases über 1 em? erstreckt und 10°! sek 
lang existiert. Er versucht diese Mag- 
netfelder durch Parallelismen in den 
Bahnen zu beweisen. Nun läßt sich 
aber sehr einfach nachweisen, daß eine 
glatte Kurve auch auf Grund der zu- 
fallsmäßigen Auffassung zu erwarten 
ist. Zu diesem Zweck geht man auf 
die nach allen Regeln der Wahrschein 
lichkeitstheorie längst als rein zufällig 
erkannte Brownsche Bewegung zurück, 
die man etwa bei Perrin?), abgebildet 
findet. Sie zeigt den Gang, den ein 
mäterielles Teilchen ohne Anfangsge- 
schwindigkeit infolge der Zusammen- 
stöße mit den nach der kinetischen Gas- 
theorie in ständiger Bew gung befind- 
lichen Molekülen der Flüssigkeit er- 
fährt. In der Abb. 1 ist dieser Gang 
angenähert wiedergegeben. Die Knick- 
punkte zeigen die Lage der Teilchen 
in Zeitabständen von je 30sek. Um 
dies mit dem vorliegenden Problem 
zu vergleichen, habe ich auf Grund 
einer Anregung durch Herrn v. Laue 
graphisch mit Hilfe der Konstruktion 
des Parallelogramms der Kräfte eine 
Geschwindigkeit superponiert. 

So bekommt man die Bahn eines 
Teilchens (Abb. 2), das eine bestimmte 
Geschwindigkeit besitzt und zufällige 
Schwankungen erfährt. Die so er- 
mittelte Kurve ist sehr schön glatt 
und ähnelt, wie man deutlich sieht, 
der von Wilson beobachteten. Es 
ist also durchaus plausibel anzunehmen, 
daß ein Teilchen als Resultat zu- 
fälliger Zusammenstöße und einer An- 
fangsgeschwindigkeit eine glatte Bahn 


durchläuft. 244 \Zasy:87\ } 


Heidelberg. E. J. Gumbel. Abb. 2 


?, Proceedings, Cambridge Philosphical society 
Vol. XXI, Teil I, 1922. 

°) Verel. Handwörterbuch der Naturwissen- 
schaften Bd. II, S. 1022, Jena, 1912. 
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Bemerkungen über den Medianweri. 
D. Jackson!) hat die Grundlagen des in der 
nathematlischen Statistik gewöhnlich nicht mil 
der nötigen Strenge behandelten Begriffes »Me- 
dianwert« (auch Zentralwert genannt) befestigt, 
indem er mit präzisen Grenzbetrachtungen den 
jolsenden Satz bewiesen hat: 

Die aus der reellen Zahlenfolge 

da << ua<...<a, 


sebildete Summe 


S, == le — a; P 
=] 

wird für p>1 zum Minimum an einer be- 
stimmten, innerhalb des betrachteten Inter- 
valls gelegenen Stelle @=?r, und es existiert 
weiterhin stets in eindeutiger Weise der Grenz- 
wert 

imm»=X 

p—>!1l 

Dieser Grenzwert X ist der Medianwert, der 
statistisch so definiert wird, daß er »den Um- 
lang des geordneten Kollektivs in zwei gleiche 
leile teilt«?2). Wir wollen andeuten, daß der 
Iacksonsche Gedankengang auch zur Be- 
sründung der andern, dem Medianwert analog 
sebildelen Posilionswerte (Quartilen, Decilen, 
Percentilen) verwerlet werden kann. 

Durch die Jacksonsche Untersuchung wird 
nun auch der gewöhnlich als unbestimmt be- 
zeichnete Fall: n=?2kmita,<ax+ı in be- 
stimmter Weise erledigt, indem gezeigt wird, 
daß auch in diesem Fall ein bestimmtes 7, 
existiert, und zwar ist: 

Ak <rp< A+| 

Führt man ein: 


\ — 1 ( — | log (x — (di, 
(«— a)’ —=e\P \ 2 


und benützt man eine Annäherung erster Ord- 
nung in der Reihenentwicklung rechts, so er- 
sibt sich für den ersten Differentialquolienten 
von 5» (x) der folgende Ausdruck: 

IT w—ay))....a—ar) 

Sp’ (x) ——— log . e 

) (ar+1ı—8) ...» (an —r) 


+P — 1)ge(z,p) 


p'p—1 





!) Note on the median of a set of numbers, 
Bulletin of the American Mathematical Society, 
’Aser. Vol. XXVII [1920] 160 bis 164 und XXIX 
1923] 17 bis 20. 

?) Siehe z. B. Czuber: Die statistischen For- 
chungsmethoden Wien, Seidel [1920| 67 bis 68. 

Die in den Lehrbüchern übliche arithmetische 
sehandlung geht zurück auf Fechner: Ueber 
\usgangswert der kleinsten Abweichungssumme etc. 
Abhandl. der math. phys. Kl. der Kgl. Sächs. Ges. 
ier Wiss. X [1878] 1 bis 76 und auf die weitere 
Darstellung in der »Kollektivmaßlehre« (Leipzig, 
Iingelmann, 1897) X. Kap. Die graphische Be- 
timmungsweise des Medianwertes für Häufigkeits- 
erteilungen, welche für den empirischen Statistiker 
die sonst notwendige präzise Grundlegung ersetzen 
kann, geht zurück auf Galton: Report of the 
Anthropometrie Committee of the British Assoeia- 
tion [1881], siehe hierüber Bowley: Elements of 
Statisties (London, King) V. Kap. 





worin @ (2,p) eine für p—1 endliche Funk- 
tion bedeutet. Mit einer zweiten Grenzbetrach- 
tung folgert dann Jackson aus diesem An- 
satz, daß der Grenzwert X der Gleichung 
(X—a)....(X—a) = (ar — A)... m — A) 
genügt, d.h. daß 


h n 
log X—a)=Frlog(w — A). 
i 1 ti—=k+ri1 


An diesem Ergebnis der Jacksonschen Ar- 
beit ist vom statistischen Gesichtspunkt der 
Umstand wesentlich, daß für gerade Umfangs- 
zahlen das sonst als Positionsmittelwert deli- 
nierte Medianmittel den Charakter eines quan- 
lilaliven Mittelwertes erlangt, d.h. aus einer 
alle Elemente enthallenden Formel berechnel 
werden kann. Wenn auch -von praktischer 
Seite hierdurch wenig gewonnen wird, da ja 
die Auswertung von X schon im Fall n=6 
recht beschwerlich ist, so ist diese neue De- 
linitionsgleichung dazu geeignet, manchen ver- 
breilelen Aussagen über den Zentralwerl von 
(heorelischer Seite näher zu treten. Die em- 
pirischen Vorteile und Nachteile des Median- 
werles, gegenüber den andern üblichen Mittel- 
werten, müßten eigentlich einzeln an dieser 
Formel erprobt werden; im Folgenden sollen 
zwei solche Fälle betrachtet werden, die mit 
ganz elementaren Hilfsmitteln zu beleuchten 
sind. 

il. Man liest gewöhnlich, daß der Vergleich 
des arithmelischen Mittelwertes (A) mit dem 
Medianwert (M) zur Beurteilung der Asym- 
metrie eines Kolleklivs herangezogen werden 
kann (wenn auch der Vergleich mit anderen 
Posilionswerlen hierzu besser geeignet ist). 
Hierbei muß man besonders darauf aufmerk- 


sam machen, daß — wie es bei Fechner 
geschieht — nicht die Symmetrie der Werl- 


[olge selbst, sondern die Symmetrie der abso- 
luten Abweichungen auf einen Mittelwert be- 


zogen werden muß. Man kann nämlich in 
ganz elementarer Art asymmetrische Werl- 
folgen angeben, bei denen M=A ist. 

Diese Bemerkung soll an dem speziellen Fall 
n = 4 näher beleuchtet werden. Aus der 


Jacksonschen Bestimmungsgleichung folg! 


az A4 — Aı da 


az-+a4 — \aı +a3) 
Es ist nun 
a tag +az+tay 
+0 - (aı tag) < 4 
je nachdem 


a3 — a, = a4 Ag 


ist. Im Falle M=A ist die symmetrische 
Werlfolge (a, = a3, Ag = a,) eingeschlossen, Jje- 


doch auch eine asymmetrische Verleilung zu 
lässig, wenn nur 
4a = A, 43 , 

diese Bedingung besagt aber auch gleichzeitig 
daß die Folge der absoluten Abweichungen, 
bezosen aul M, symmetrisch sein muB. 

lin allgemeines Beispiel mit asymmelrischer 
Wertenfolge jedoch symmelrischer Abwei- 
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» 
l:s seien \edianwert der summierten Folge geich soi 
der Summe der Medianwerte der ursprüng- 
lichen beiden lolgen, d.h. 
steigende arilhmetische Folgen mit der gemein Ma + b,) = M(a)+M(b)= A, + A. 
samen Differenz d; ferner sei Führen wir di: Bedingung an der Jack- 
sonschen Delfinitionsgleichung aus, so erhal- 
len wir: 
(A, +A,)) (3 +, ty +b- a1 -bi—ag — be) 


chungslolge, also auch M=A, ist das folgende \Wir fragen nach der Bedingung, dab der 
G, &g, «++, Ar DZW. Butt, Okra,1.., Ay 


(n eerade Zahl) 


H=aund ar =Lb, b>a. 


Is ist dann 


a-+b 
A= . + (a, + db) (ag + Is) — (a3 + b)(y + b4)=0 
| > Nun ist: 
X\—- = X —(a— k— id) füri<k 
X, (dar 4, — Ad — bb TI gg — Gau => 0 
A— = — (b+k— id, füri>k. Kr, Are, 
Selzen wir so daß die Bedingungsglechung folgt: 
Vo a+b so ist: X ! (ha — bu) — (b, + ba) } + No { (az ir Q4) 
2 — (a, +ag)t +a, bs + a,b — (agb, +azhb)—=0. 
\ Den ei Wir erubalten also eine Bedingungsgleichung, 
A—(q: -(k— ı)d fürı <k \ . a ” ap 
J die nicht nur in den trivialeı Fällen (X, =Äs5, 
a symmelrische Wertfolgen) erfüllt ist. Ein sol- 
a —- A= H-(k— Od fürı k. cher Fall wäre z.B. — wie leicht zu verifi 
, zieren ist - der folgende: Jede der beiden 
Die Jacksonsche Deiinitionsgleichung ist ursprünglichen Fo!g.n sei eine arithmetische 
also Für den arithmelischen Mittelwert iden \ber auch allgemein: bei zwei arithmelischen 
tisch erfüllt lin spezieller Fall ist, dab die lolsen mit gerader Gliederzahl gilt die ge- 
l’olge durchweg diese:ibe arithmeiische ist; in l[orderte Beziehung, da auch die summierle 
solchen Fällen ist stels M A, was auch lolge eine arithmetische ist und für arithme- 
scomelrisch leicht verifiziert werden kann lische Folgen M=A is! 
(sit A=-ata)=2). 3. Aechnliche Bemerkungen beirelfen die asso- 


zialive Eigenschaft, die bei der Vereinigung von 


ie h. z. zwei pos'tive Folgen gegeben lolgen zu einer neuen Folge auftritt, Auch 
hier sollle die in den Lehrbüchern über den 
41 <g<g<aundd, << <b<b; Medianwert übliche Bemerkung entsprechend 
also auch korrigiert werden. 
a td, << + <a; + <a + b; Budapest K. Goldziher. 24 
BUCHBESPRECHUNGEN 
FELIX KLEIN, Gesammelte mathema- Standpunkt zu gewinnen, von dem aus er weile 
tische Abhandlungen. Zweiter Band. An- (rebiete ihrer Anwendungen, ja große Be- 
schauliche Geometrie, Substitutionsgruppen zirke des menschlichen Denkens und Lebens 
und Gleichungstheorie, Zur mathematischen überhaupt, richlig überschauen konnte. 
Physik. Herausgegeben von R. Fricke und Der erste Hauplabschnitt des Bandes 
H. Vermeil (von F. Klein mit ergänzenden ist den Arbeilen zur »anschaulichen Geometrie 
Zusätzen versehen). Mit 185 Textfiguren. gewidmet. Darunter vers'eht Klein die von 
Verlag von Julius Springer. Berlin 1922, ihm seit seiner frühesten Jugend verfolgten 
V1#+ 713. — Grundzahl 18. Bestrebungen zur anschaulichen Erfassung der 
Der 1. Band der Kleinschen Abhandlungen vestalllichen Verhältnisse mathematisch defi- 
ist in dieser Zeitschrift 1, 3532 bis 351 ein- nierter Raumgebildee Wohl handelt es sich 
sehend besprochen worden Nun diegt seil hier zum großen Teil um solche geomelrische 
kurzem der zweite Band des ım Ganzen aul (Grebilde, die nach dem heuligen Stande der 
drei Bände berechnelen Werkes vor, und es Wissenschaft den Anwendungen, namentlich in 
füllt schwer, angesichts der Reichhaltigkeit der Technik, noch ziemlich fern stehen. 
und Vielseitigkeit des Inhalls in Kürze das Allein man weiß, wie rasch und manchmal 
Wesentliche auch nur anzudeulen. Aus allen unerwarlet sich großen Gebielen abstrakt ma- 
Aufsälzen und noch mehr aus den zahlreichen Ihemalischer Forschung irgend weiche natur- 
autobiographischen Bemerkungen, die der Ver- wissenschaftlliche Anwendungen erschließen. 
Iasser überall eingeslreut hat, tritt die unge- Gerade für diesen Vorgang sind Untersuchun- 
wöhnliche Persönlichkeit hervor, deren Maße sen von einschneidender Bedeutung, die das 
sich weit von dem eulfernen, was wir sonsl ursprünglich ganz abstrakte Gebilde der An- 
an Fachgelehrten zu finden gewohnt sind. schauung näher bringen. Es hat gewiß innere 
"elix Klein ist en »reiner Malhemaliker«, Berechtigung, daß Klein in diesen -Abschnitt 
der sich aufrichtig bemüht hat und dem es seiner gesammelten Abhandlungen auch «eine 
gelungen ist, in seiner Wissenschaft einen eihe von mehr erkenntniskritischen Aufsätzen 
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ıufgenommen hat, unter denen namentlich der 
erste »Ueber den allgemeinen Funktionsbegriflf 
ınd dessen Darstellung durch eine willkür- 


liche Kurve 1573) nachhaltiges Interesse er- 
vegt hal Es wird darin dargelegt, daß so- 


wohl die Anschauung als auch die Begriffs 
bildung in der Nalurwissenschaft und der 
lechnik nicht zur »Funktion« und zur » Kurve 
ını malhemalischen Sinne, sondern zum Funk 
ionsstreifen und zum Kurvenstreifen 
rührt. An diesen Unterschied knüpft sich die 
von Klein vielfach hervorgehobene und sehr 
hekannt gewordene Unterscheidung zwischen 

Präzisions«- und »Approximalions«-Malhema- 
tik. Ein weilerer Aufsatz dieses Abschniltes be 
schäftigt sich mit den das Ende des 19. Jahr- 
hunderts in der Mathematik kennzeichnenden 
Bestrebungen einer vollständigen \rithmeti- 
sierung« aller ihrer Teile; hier greifen wesent- 
liche Fragen der malhemalischen Pädagogik 
ein, die ja einen großen Tell der Arbeilskrafl 
kleins in späteren Jahren in Anspruch ge- 
nommen hat. 

Den Interessen der Leser dieser Zeilschrift 
werden die Abhandlungen des zweiten Ab- 
schniltes, die sich mit bestimmten Fragen 
aus der Theorie der algebraischen Gleichungen 
befassen, ferner stehen. Auch bei diesem 
Problem verleugnet Klein nicht die ihm eigen- 
tümliche Art der Verbindung anschaulichen 
Denkens mit abstrakten Schlußweisen k.ın 
schönes Beispiel hierfür bildet es, wie er die 
Theorie der Gleichungen 5. Grades auf eine 
Betrachlung der gestaltlichen Verhältnisse des 
regelmäßigen Zwanzigllächners /lkosaeder) aul- 
baut. 

Der dritte Abschnitt Zur malhema 
tischen Physik« ist in zwei Gruppen unter 
teilt, von denen die erste den Forschungen 
uber lineare Differentialgle'chungen gewidmel 
ist, die zweile die Abhandlungen zur allge- 
meinen Mechanik umfaßt. Auf diesem lelz 
teren Gebiet fällt Klein vor allem das große 
historische Verdienst zu, der Pflege der Me- 
ehanik in Deutschland, besonders durch Heran 
ziehung der englischen Lileralur, neuen An- 
s!tob geseben zu haben. Auch einzelne schon 
ım ersten Bande veröffentlichte Abhandlungen 
uber die Ballsche Schraubentheorie gehören 
ın diesen Gedankenkreis. Mehrere im zwei'en 
Band enthaltene Aufsätze zur Theorie des 
starren Körpers weisen auf das selbständig 
erschienene Werk von Klein und Sommer 
leld »Die Theorie des Kreisels« hin, das 
in seiner vielseiligen, die Theorie und die 
\nwendung in gleichem Maße berücksichtigen 
len Behandlungsweise eines großen mechani 
schen Problemkreises seinerzeit (1897) bahn 
breehend wirkte. Namenllich das ierst 1910 
erschienene vierte Heft der Kreiseltheorie, «das 
den technischen Anwendungen, Schiffskreisel. 
reiselkompaß usw. gewidmet ist, bildet ein 
vorzügliches Lehrbuch der technischen Kinelik. 
das keinem gebildeten Ingenieur unbekann! 
bleiben sollte 

Unmitteller in di: technische Mechanik 
ım engern Sinne führen uns die letzten vier 
\bhandlungen des Buches. Die erste von 


diesen, mit Wieghardt gemeinsam bearbei 
tet, »Ueber Spannungsflächen und reziprok« 
Diagramme mit besonderer Berücksichligung 
der Maxwellschen Arbeitlen« behandelt das 
Problem der Spannungsermitllung an Fach 
werken auf Grund von Kräfteplänen Sit 
sıbt dieser Theorie einen wertvöllen und 
Iruchtbaren Untergrund, indem sie sie mil 
der allgemeinen Theorie des ebenen Spannungs 
zustandes in Verbindung bringt. Die hier darge 
lesten Gedanken sind erst kürzlich von Funk! 
neu aufgegirffen und für die Behandlung be 
stimmter Probleme der Baumechanik nmutzbaı 
voemacht worden Wer sich mit den Auf 
saben der Baustatik beschäftigt, wird dureh 
das Studium der Klein-Wieghardtschen 
Abhandlung wesentliche Vertiefung der Auffas 
sung und Problemstellung gewinnen, Dasselbe 
silt für die nächste Abhandlung von Klein 
Ueber Selbstspannungen ebener Diagramme 
die den sogenannten Ausnahmefall des ebenen 
"achwerkes behandelt, Zwei kürzere Bemer 
kungen widmet Klein dem CGoulombschen 
Reibungsgeselz und der Wirbelbildung in reı 
bungslosen Flüssigkeilen. Damit schließt deı 
zweite Band der Abhandlungen. 

Das Buch ist, in gleicher We se wie der erste 
Band, vom Verlage auf das beste ausgestattet 
und wird jedem, der es zur Hand nımmt, von 
sroßem Wert sein Mises. 296 


ALFRED MANES, Versicherungswesen. 
Erster Band: Allgemeine Versicherungslehre, 
XIV + 231 8. Zweiter Band: Besondere Ver 
sicherungslehre, XIV + 357 S. Dritte neu be- 
arbeitete und erweiterte Auflage. Fünftes und 
sechstes Tausend. B. G. Teubners Handbücher 
für Handel und Gewerbe. Verlag und Druck 
von B. G. Teubner. Leipzig-Berlin 1922. 

Der Verfasser dieses Handbuches hat sich 
um das Versicherungswesen das große Ver 
dienst erworben, als erster umfassende Dar 
stellungen der gesamten Versicherungslehre ge 
geben zu haben. Auch das vorliegende Buch 
stellt sich als ein durchaus gelungener Ver 
such dar, in gemeinversländlicher Weise alle 
das Versicherungswesen betreffenden Fragen 
zu beleuchten, und erfüllt so einen doppelten 
/weck. Einerseils ist es ein Handbuch für 
die Studierenden, welche, ohne «in solches 
Buch zu besitzen, der großen Schwierigkeit 
kaum begegnen könnten, sich mit dem jelzigen 
Stand der Versicherungslehre nach allen Rich 
tungen hin vertraut zu machen \ndererseils 
dürfte es aber auch in den Händen der 
praktisch tätigen  Versicherungsbeamten «in 
wertvoller Behelf sein. um aus dem Rahmen 
des eigentlichen engeren Arbeitsgebietes her 
auszukommen und den Ueberblick über das 
oesamle Gefüge des Versicherungswesens zu 
erhalten oder sich in besonderen Fällen über 
Kinzelfragen rasch zu informieren. 

Das Werk ist diesmal in zwei Bänden 
herausveegeben und behandelt in dem ersten 
die allgemeine Versicherungslehre, insbesondere 
auch die Geschichte der Versicherung, die 


I) Vergl. diese Zeitschrift 1, 1921, S. 147—148, 
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Versicherungspolitik, die Organisalionsform der 
Versicherung und die Betriebskunde. Der 
zweite Band ist der Besprechung der einzelnen 
Versicherrungszweige gewidmet und behandell 
neben acht Hauptversicherungszweigen noch 
eine große Reihe von zum Teil erst in neuerer 
Zeit ins Leben getretenen sonstigen Versiche 
rungszweigen und die Rückversicherung. 

Zu den Umwälzungen, welche die Nach 
kriegszeit im gesamten wirtschaftlichen Lieben 
mit sich gebracht hat, nimmt Manes bei ver 
schiedenen Anlässen Stellung. Man möchte 
allerdings meinen, daß die Vorgänge im Ver 
sicherungswesen anderer Länder eine tiel- 
oreifende Veränderung der ganzen Struktur 
des Versicherungswesens in einem derartigen 
\laße hätten voraussehen lassen können, dab 
eine Stellungnahme zu den schwerwiegenden 
finanziellen Problemen des Versicherungsbetric- 
bes in den valutaschwachen Ländern nich! 
hätte unterlassen werden sollen Besonders 
das Lebensversicherungswesen ist derarligen 
Umwälzungen in großem Umfange ausgeselz! 
sewesen und während diese Zeilen geschrieben 
werden, sehen sich die deutschen Lebensver 
sicherungs-Anstallen vor mathemalisch-techni- 
schen und betriebstechnischen Problemen, die 
nicht erst jetzt entstanden sind, deren Lösung 
aber im gegenwärligen Moment sich als un- 
abweisbar herausstellt. Eine Bezugnahme hier 
auf vermißt man in dem Buche von Manes 
vollständig und sie wäre äußerst wertvoll 
gewesen. Das Beispiel der österreichischen 
l.ebensversicherungs-Anstalten hätte ın dieser 
Beziehung die Erörterung mancher Fragen 
nahegelegt. 

In mathematlisch-technischer Beziehung ent 
spicht das Buch dem aufgestelllen Grundsatz, 
eine gemeinverständliche Darstellung des Ver 
sicherungswesens zu geben. Dementsprechend 
werden die mathematlisch-technischen Grund- 
lagen insbesondere des Lebensversicherungs- 
wesens in der Hauptsache aufgezählt und 
die Einrichtungen der Lebensversicherungs-Än- 
stalten besprochen.  Irgendwelche technische 
Darlegungen «enthält das Buch aber nicht. 
(leichwohl wäre auch vom Standpunkte der 
semeinverständlichen Darstellung aus «ine «in- 
scehende Besprechung der Finanzlage der 
l,ebensversicherungs - Anstalten, der jüngsten 
Neuerungen auf dem Gebiele der Berechnung 
der Prämienreserve recht wünschenswert ge- 
wesen. Uebrigens sei an dieser Stelle darauf 
hingewiesen, daß es dem Verfasser enlgangen 
sein dürfte, daß das österreichische Versiche 
rungsregulativ vom Jahre 1921 gerade in dieser 
Beziehung durchgreifende Wandlungen mit sich 
sebracht hat, welche in dem jetzigen Augen 
blicke auch auf die deutschen Lebensversiche- 
rungs- Anstalten Einfluß gewinnen. Im Zu- 
sammenhang mit der Besprechung der Lebens- 
versicherung wäre wohl auch eine eingehende 
Würdigung der Valulaprobleme am Plalze ge- 
wesen, welche die Friedensverträge von Ver- 
sailles, St, Germain und Trianon aufgerollt 
haben, insbesondere jener Valulaprobleme, die 
durch den Zerfall der alten öÖsterreichisch- 
ungarischen Monarchie entstanden sind und 


deren Lösung die schwierigsten malliemalisch- 
technischen Probleme aufrollt. 

Die aufgezeigten Lücken des Buches von 
Manes stehen im Zusammenhang mit «dem 
Zeitpunkle, in welchem dasselbe erschienen 
ist. Eine Reihe von Fragen, insbesondere 
das Problem der wertlbesländigen Versicherung 
beschäftigt die deutschen Versicherungsansltal 
ten erst seit einigen Monaten und hat in dein 
benachbarten Oesterreich schon im Jahre 1920 
eine ungeheure Bedeutung erlangt. Es hängt 
vielleicht mil dem Optimismus des Verfassers 
zusammen, wenn er glaubte, an diesen so 
wichtigen Erscheinungen des Versicherungs 
wesens vorbeigehen zu dürfen. Trotzdem sollle 
dieses Buch in der Bibliothek jedes prakli- 
schen Versicherungsmannes stehen und auch 
von jedem Studenten des Versicherungswesens 
gelesen werden. Sein Hauptvorzug liegt eben 
in der umfassenden Darstellung und in den 
reichen im Texte verstreuten Quellenangaben 


April 1923, GE. Fanta, 291 


CL. FINDEISEN, Dr.-Ing., Versuche über 
die Beanspruchungen in den Laschen 
eines gestoßenen Flacheisens bei 
Verwendung zylindrischer Bolzen 
Berlin 1920, Forschungsarbeiten auf dem Ge 
biete des Ingenieurwesens, herausgegeben vom 
V.d.I., Heft 229, zugleich Mitteilungen des 
Versuchs- und Materialprüfungsamtes an der 
Technischen Hochschule Dresden. 

Die wichtige und schwierige Frage naeh 
der Kraftverteilung auf die Nieten eines Stoß 
bleches und der Spannungsverteilung im Stoß- 
blech und im Stabe wird in der vorlie- 
genden Forschungsarbeit durch «eine klar ab- 
geerenzte Versuchsreihe der Lösung näher- 
geführt. 

Der Fall linearer Hintereinanderordnung 
zwar nicht von Anschlußnieten, sondern, der 
Reinheit des Experiments wegen, von zylin- 
drischen Anschlußbolzen ohne Aufeinander- 
pressung der verbundenen Teile, wird in 
einer Reihe von Variationen untersucht mil 
Hilfe von Spiegelapparaten mit Hebelüberszet- 
zung in der von Martens angegebenen, hier 
verfeinerten Anordnung. Die Verfeinerung die 
ses Apparates wurde vom Verfasser soweil 
getrieben, daß er versichern zu können glaubt, 
bei einer Meßlänge von lem noch Milliontel 
em, entsprechend «einer Spannung von 2kg/gqgem, 
ablesen zu können. Die ausführliche Beschrei- 
bung der Eichungen und Korrektionen läßt 
jedenfalls eine große Sorgfalt und Selbstkon- 
trolle in der Eichung, der Befestigung, Berück- 
sichtigung des Wärmeeinflusses und sonstiger 
linflüsse erkennen. 

Was die Ergebnisse der Versuche anlangt. 
die sowohl in Zahlentaleln wie in graphi- 
scher Darstellung veranschaulicht sind, so ist 
aus ihnen hervorzuheben, daß die Verteilung 
der Zugkraft auf die Laschenbreile um so 
sleichförmiger wird, je weiter die Bolzen aus- 
einander stehen, daß aber die Verteilung auf 
die Bolzen dabei um so ungleichmäßiger wird 
Der äußerste und der innerste Bolzen er 
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halten den größten Kraltanteil (zwischen 30 
und 40vH). Am Lochrande können die Span- 
nungen auf den 2,4lfachen Betrag der gleich- 
mäßigen Spannungsverleilung auf ganz kurzer 
Strecke ansteigen. Von Bolzen zu Bolzen ist 
ein stufenförmiger Anslieg der Zugspannung 
deutlich erkennbar. Die Druckzone am Bol- 
zenloch ist kürzer als der Lochdurchmesser 
und geht schnell in die allgemeine Zugspan- 
nung über. 

Für den Ingenieur ist also besonders be 
achtenswert die starke Beanspruchung der 
äußersten Bolzen, die hohe, aber lokale Be- 
anspruchung im Lochrande bei sonst über- 
raschend gleichmäßiger Zugspannungsverteilung 
im angeschlossenen Stabe. 

Reissner. 218 


Dr. REINHOLD MÜLLER, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule zu Darmstadt. Leitfaden für 
die Vorlesungen über darstellende Geo- 
metrie. Vierte Auflage Mit 240 Abb. Ver- 
lag von Friedr. Vieweg & Sohn, Akt.-Ges, 
jraunschweig 1922. 179 8. 

Der Verfasser entwickelt in klarer und 
knapper, mathematisch präziser Norm die 
\lelhoden und Grundsätze der darstellenden 
((eomelrie. Der erste Abschnitt enthält die 
Parallelprojektionen und befaßt sich mit der 
Darstellung der ebenflächigen Gebilde, des 
Kreises, der Kugel, der Kegel-, Zylinder-, 
Umdrehungs-, Schrauben und windschiefen Flä- 
chen, ferner wird die Beleuchtungslehre, die 
kotierle Projektion und die Axonometrie 
Pohlkescher Satz) behandelt. Der zweite 
Abschnitt ist der Zentralprojektion gewidmet 
und gliedert sich in theoretische (freie) Per- 
spektive und angewandte Perspektive Ein 
Anhang enthält die Grundzüge der  Relief- 
perspektive. Das Besondere an dem Buche be- 
steht darin, daß die Abbildungen für die Auf- 
gaben nur die Daten enthalten und gewisse 
Anweisungen für die Lösung; die Ausführung 
wird dem Leser überlassen. Damit wird die 
Verwendbarkeit des Buches, wie das ja auch 
der Titel andeutet, im wesentlichen auf die 
Hörer des Verfassers beschränkt. Denn in 
der darstellenden Geometrie sind die Abbil- 
dungen die Hauptsache und sehr vieles, gerade 
oft das wichtigste, kann man nur im Anschluß 
an die Ausführung der Abbildungen er- 
klären. 

München, Mai 1923. 

Karl Doehlemann. 299 


Dr. PAUL SCHREIBER, Ober-Regierungs- 
rat, Direktor der sächsischen Landeswetter- 
warte in Dresden. Grundzüge einer l’la- 
chennomographie, segründet auf 
sraphische Darstellungen in Funk- 
tionspapieren mit gleichmäßiger und 
losarithmischer Teilung. Mit 19 Fig. 
im Text und auf 3 Tafeln. Druck und Kon- 
missionsverlag von Friedr. Vieweg & Sohn. 
Braunschweig 1921. IV +85 SS. — Grund- 
züge einer Flächen-Nomographie. An- 
leitung zum praktischen Zahlenrechnen mit 


Hilfe der Potenzpapiere und der Produkten- 
tafel. Ergänzung zu Grundzüge einer Flächen- 
Nomographie, gegründet auf graphische Dar- 
stellungen. Mit 53 Fig. im Text. Druck und 
Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges,, 
Braunschweig 1922. IV-+113S. 

Unter Flächen-Nomographie versteht der Ver- 
fasser die zeichnerische Lösung von Rechnungs 
aufgaben unter Verwendung eines vorgedruck 
ten Liniennetzes, das einer Funktionsteilung 
entspricht. Derartige Vordrucke für einseitige 
und doppelseitige logarithmische Teilung sowie 
für verschiedene  trigonometrische Maßstäbe 
werden auf Veranlassung des Verfassers von 
der Firma Schleicher & Schüll in Düren i. Rhld. 
gewerbsmäßig hergestellt. In dem ersteren der 
beiden Bändchen werden in sehr ausführ 
licher Breite die verschiedenen Möglichkeiten 
der Verwendung von Logarithmenpapieren be- 
sprochen. Dabei handelt es sich hauptsäch- 
lich um die Lösung einfacher algebraischer 
Gleichungen. Das zweite Bändchen geht noch 
näher als das erste auf die Durchführung von 
einzelnen Zahlenbeispielen ein. Die leichte 
Verständlichkeit der Darstellung und die gute 
Ausstattung der Bücher, namentlich ihrer Ab 
bildungen, läßt sie als einen brauchbaren 
lL.ehrbehelf für Anfänger auf dem Gebiete der 
zeichnerischen Rechnung erscheinen. Wer über 
die ersten Anfänge hinaus ist und eine eini 
sermaßen systematische Ausbildung auf dem 
Gebiete der angewandlen Mathematik erhal- 
ten hat, wird alterdings wenig Neues in 
ihnen finden. 

Der Verfasser hat einer in der letzten Zeit 
sehr überhandnehmenden Gewohnheit folgend 
es nicht unterlassen, einige neue  Wort- 
bezeichnungen einzuführen und ist dabei auch 
nicht vor sprachlichen Neubildungen zu- 
rückgeschreckt. Man kann gewiß über die 
Zweckmäßigkeit eines solchen Vorgehens ver- 
schiedener Meinung sein. Aber die Einfüh- 
rung eines Wortes wie »Manteb« als Ab- 
kürzung für Mantissenbereich muß doch als 
eine sprachliche Ungehörigkeit zurückgewie- 
sen werden. Mises. 128 


P. STEPHAN, Ing., Regierungsbaumeister, 


Professor. Die technische Mechanik 
des Maschineningenieurs. 2.Bd.: Die 


Statik der Maschinenteile. Berlin 1921, Julius 
Springer. 2688. 276 Abb.t). 

Die Absicht des Verfassers, die Anwendung 
der technischen Mechanik bei Verwendung 
der neuesten Ueberlegungen und Versuchsergeb- 
nisse in allen Teilen darzustellen und mit 
Beispielen zu erläutern, ist eine so dankens 
werte, daß man von vornherein geneigt wäre, 
elwaige im einzelnen zulage tretende Mängel 
nicht allzuhoch anzuschlagen. Aber schon die 
Finleitung des Buches mit ihren seltsamen 
Sätzen macht den Leser elwas unruhig und 
das Gefühl der Unsicherheit steigert sich bei 
der Durchsicht der einzelnen Betrachtungen 


I) vergl. auch diese Zeitsehr. 1. 1921, 8. 412 
bis 413. 
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und Beispiele mehr und mehr. Es ist hier 
unmöglich, auch nur andeutungsweise alle die 
oft kleinen, aber sinnstörenden Fehler bei der 
Durchrechnung der Beispiele anzuführen, dis 
manchmal auch auf unrichtiger Beurteilung 
des betreffenden Falles beruhen und es kann 
[für eine weitere Aullage nur eine sorgfältigere 
Durchsicht der Kechnungen und Abbildungen 
empfohlen werden, um dem Büchlein den 
Wert, den es als auslührliche Quellenangabe 
mit Aufnahme des wesentlichen Inhalts der 
neuesten Ergebnisse beanspruchen könnte, zu 
voeben. Wenn die vielen Unrichtigkeiten und 
Unklarheiten beseitigt sein werden, kann das 
von Springer schön ausgestattele Werk ein 
sehr gutes Hılfs- und Nachschlagebuch für 
den Konstrukteur werden und auch als 
Studienbehelf wertvolle Dienste leisten, wie 
es ja schon jetzt einzelne Kapitel tun. 


NK. Körner ISsi 


WEIDEMANN, Oberstudiendirektor, Inge- 
nieur, Oberleiter «der Vereinigten Technischen 
Schulen Zwiekau i. Sa. Zauberquadrate 
und andere magische Zahlenfiguren 
der Ebene und des Raumes. Mit 147 Ab- 
bildungen. Verlag von Oskar Leiner in Leip- 
zig 1922. 838. 

Der Verf. scheint auf dem Gebiete der Un 
terhallungsmalhemalik eine glückliche Hand 
zu haben ls gelingt ihm, das vielbehandellte 
Kapitel der magischen Quadrate in anmutiger 
Darstellung mit neuen Reizen zu schmücken 
\lanches hübsche Ergebnis hat er durch eige- 
nes Grübeln gefunden Ich verweise beson- 
ders auf die Abschnitte über magische Pro 
dluktvielecke, magische Würfel und magische 
lrapeze \n verschiedenen Stellen setzt er 
sich mit II. Schubert auseinander. den be 
veills W. Ahrens durch scharfe, aber be 
rechligte Kritik als Autorität minderen Ranges 


im Reiche der Malthemalica delectans gekenn- 


zeichnel hat. Wie gut der Verf. es versteht, 
Kollegen und Freunde für seine Zauberqua 
drate zu interessieren, geht daraus hervor, 
daß dem Zwickauer Bürgermeister zum 52. Ge 
burtslage als Tabula gratulaloria ein großes 
magisches Quadrat von der Spezies der Da- 
Iumsquadrale überreicht wurde {verel. S. 22 

Möchte der rührige Verf. seine glückliche 
Darstellungsgabe noch anderen Zweigen dieses 
auch mathemalischen Laien olfenstehenden Gec- 
bieles mit gleichem Erlolge zuwenden! 


Dresden. (.Kowalewski 263 


M. T. HUBER, Die Theorie der recht- 
eekigen anisotropen Platten, mit be- 
sonderer Berücksichtigung der armierten Eisen- 
betonplatten u, dgl. (in polnischer Sprache). 
Lemberg 1921. 

Während die Theorie der rechteckigen 
Platten aus homogenem Material Gegenstand 
der Untersuchung von mehreren neuen 
Arbeiten ist, wurde die Frage der Spannungs- 
verteilunge in anisotropen rechteckigen Platten 
bis jetzt nicht in entsprechender Weise be 


handelt. Diese Lücke wird von Herrn 
M. T. Huber ausgefüllt, indem er in dem 
oben angegebenen Buche die Theorie der 
Eisenbetonplatten entwickelt, die bekanntlich 
in beiden Richtungen eine verschiedene »Stei- 
figkeit« aufweisen. Im Anschlusse daran wird 
auf die Theorie der Platten mit einer zu einer 
Plattenkante parallel durchlaufenden Rippe 
und auf die Theorie der T-Träger eingegangen. 

Im ersten und zweiten Kapitel entwickelt 
dder Verf. die mathematische Theorie der ge- 
nannten Platten. Es werden in üblicher Weise 
mit 2, 9, z die kartesischen Koordinaten des 
Raumes, mit 3. der Ausdruck Fr Jr + Er Jr; 
(k = 1,2) bezeichnet, wobei E,, Er die Elasti- 
zitätsmoduln, Jkd, Jkr die Trägheitsmomente 
ddes Eisens bezw. des Betonquerschnittes in 
den x- und y-Richtungen sind. Ferner be- 
deutet die Größe I: 


Hu n ( B L B3 9 Vm; m2 1 VB, B.) 


ma my m, m 2 
worin mı, mg gewisse Konstanten (in unse- 
rem Falle m, = ma —= 6) sind. Denkt man 
sich die Platte in der z,y-Ebene gelegen, so 
erhält man für die Verschiebung 5 @,y) der 
Platte in der z-Richtung im Punkte z,y die 
Differentialgleichung 


+ ‚+ 
O’C : () “ 
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worin p(z,y) den auf «der Platte lastenden 
Druck bedeutet. Diese Differentialgleichung 
bildet den Ausgangspunkt der ganzen Unter- 
suchung. Indem man für & den Ausdruck 


” RR. RR 
= 57% A,cin sin 
a 

(a, 5b sind die Dimensionen der Platte) ansetzt 
und mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens die 
Konstanten A,, bestimmt, gelangt man zur 
allgemeinen Lösung des Problems'). Man er- 
hält für A,. die Ausdrücke: 


rar smy 


} /’/p sin sin  dxzdy 
sc; 4) b 
une B B 7% 
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Die auf diese Weise gewonnene Lösung 
wird im folgenden Kapitel für eine Reihe in 
der Praxis wichtige Fälle spezialisiert. Die 
erößten normalen und tangentialen Spannun- 
gen werden bestimmt, die Auflagereaktionen 
berechnet. 

Im Kapitel 3 wird der Fall einer unendlich 
langen Platte untersucht, wobei der Verf, auf 
die unendlich langen Platten mit einer parallel 
zur Plattenkante laufenden Rippe eingeht. 
Das Kapitel 4 ist der Betrachtung einer Platte 
sewidmet, die am Längsrande gestützt, am 
Querrand eingespannt ist. Im Kapitel 5 wird 
die Theorie der gerippten Platten besprochen, 
wobei insbesondere die Spannungsverteilung 
in der Platte selbst und in der Rippe analy- 

I) Dieses Ergebnis wurde der Pariser Akademie 
der Wissenschaften am 1. März 1920 vorgelegt. 
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siert wird. Im Kapitel 6 wird die Lösung für 
den Fall einer frei aufliegenden Platte an- 
gegeben und schließlich im Kapitel 7 eine 
einseitig eingespannte, sonst frei gestützte 
Platte behandelt. 

Die ganze Untersuchung ist sehr eingehend 
durchgeführt und durch Beispiele illustriert. 
Die Ergebnisse werden mit experimentellen 
Daten verglichen; gleichzeitig werden die 
entsprechenden Bauvorschriften besprochen. 
Das Buch, das eine gründliche, ins einzelne 
durchgearbeitete Theorie der Platten bildet, 


bietet dem Fachmann ein erhebliches Interesse, 
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Dr. EMANUEL CZUBER, o. ö. Prof. a. d. 
Techn. Hochschule in Wien. Die statisti- 
schen Forschungsmethoden. Mit 35 Abb. 
im Text. L. W. Seidel & Sohn. Wien 1921. 
X —+ 238 8. 


Bekanntlich gibt es in deutscher Sprache 
kein erschöpfendes Lehrbuch der Statistik 
die Statistik betrachtet als Technik der Be- 
handlung von beliebigen Massenerscheinungen 
mit Hilfe mathematischer Methoden. Auch 
das vorliegende Buch füllt, obwohl es von 
dem bekanntesten Fachmann auf diesem Ge- 
biet stammt, diese Lücke nicht ganz aus. Es 
liegt dies zum Teil daran, daß es, wie im 
Vorwort betont wird, eine deulsche Bearbei- 
tung von Yules, Introduction to the theory 
of stalisties, darstellt.e Natürlich handelt es 
sich hier nicht um eine wörtliche Wiedergabe, 
vielmehr kommen eine Reihe von neuen Ab- 
schnitten, z. B. das Gesetz der kleinen Zahlen 
die Dispersionstheorie und die Wirthsche 
\uffassung von der Korrelation usw., hinzu 
\uch werden die mathematischen Ableitungen, 
die bei Yule, nur soweit sie elementar sind, 
dargestellt werden, hier vollständig gebracht. 

Das Buch zerfällt in drei Teile. Der erste 
ist der Assoziationstheorie (Theorie der »festen 
\lerkmale«) gewidmel. Dies erklärt sich bei 
Yule dadurch, daß er auf diesem Gebiet 
bemerkenswerte Arbeiten veröffentlicht hat. 
\ber in dem Buch von Gzuber ist meines 
:rachtens diesem Teil «ein viel zu großer 
Platz gewidmet. Denn in statistischen Arbeiten 
wird diese Methode tatsächlich nur selten ver- 
wendet. Falls hier etwas weniger Beispiele 
gebracht worden wären, hätten sich die hier- 
bei verwendeten Koeffizienten, der Abhängig- 
keits- und der Zufälligkeitskoeflizient, besser 
hervorgehoben, und so wäre Plalz für manche 
Probieme gewesen, die Czuber in dem 
2. Band seines bekannten Buches über Wahr- 
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scheinlichkeilstheorie darstellt. wie z. B. die 
Sterblichkeitsmessung. Auch sie gehören mei- 
nes Erachtens zu den slatislischen Forsehungs- 
melhoden. Der zweite Abschnitt, Theorie 
der veränderlichen Merkmale«x betitelt, behan 
delt die Verteilung in Kollektiven, ihre Reduk 
ion und die Summenkurve Das Gaußsche 
l"ehlergesetz wird jedoch erst später gebracht. 
Den von Pearson aufgestellten Verteilungs- 
Iypen steht der Verfasser skeptisch gegenüber 
und fragt, ob die hierbei erzielten Resultate 
den großen Aufwand an Arbeit lohnen. Es 
folgt eine Darstellung der verschiedenen Mittel- 
werle, wobei das in der Kollektivmaßlehre 
vewendele Summenverfahren abgeleitet wird. 
Auf die Behandlung der Streuungsmaße (mitlt- 
lerer, durchschnittlicher und wahrscheinlicher 
Fehler) folgt eine eingehende Darstellung der 
Korrelationstheorie, wohl die erste umfassende 
Behandlung in deutscher Sprache. Der dritte 
Abschnitt enthält Anwendungen aus der Wahr 
scheinlichkeitstheorie, die Prüfung statistischer 
Reihen auf ihre Zufallsnatur, die binomiale 
Verteilung und daran anschließend die normale 
Häufigkeitskurve, das sogen. Gesetz der kleinen 
Zahlen, und im Anschluß an das Gaußsche 
l"ehlergesetz die normale Korrelation. 

Das Buch stellt zusammen mit dem 2. Band 
der Wahrscheinlichkeitstheorie des Verfassers 
wohl die beste Annäherung an das wünschens 
werte Lehrbuch der Statistik dar. In einem 
solehen Buch müßten außer den hier behan- 
delten Gegenständen noch die in ihrer Be- 
deutung stets wachsenden statistischen Metho- 
der Physik, also z.B. die statistische Auf- 
fassung vom zweiten Hlauptisatz, die Grund 
lagen der Quantentheorie und die statistischen 
Methoden in der Biologie, also vor allem die 
Mendelschen Regeln behandelt werden. Bio- 
logische Probleme, wie sie z. B. an die Korre 
lationstheorie anknüpfen, werden hier nur als 
Beispiele gebracht, während sie, wie etwa in 
Johannsens Erblichkeitslehre, durchaus eine 
selbständige Behandlung verdienen würden, 

Das Buch ist leicht verständlich. Zahlreiche 
rechnerisch bis ins einzelne ausgeführte plasti 
sche Beispiele erleichtern das Verständnis. 
Auch der mathematische Teil stellt an die 
Vorbildung der Leser keine allzu großen An- 
l,sprüche. Und hierin ist der große Vorteil 
des vorliegenden Buches zu erblicken. Es er 
füllt das Bedürfnis der Praxis. Denn Bücher, 
in denen auch der nicht ganz geschulte Prak- 
tiker sich an Hand der Beispiele ein Bild 
der statistischen Methoden machen kann, sind 
geeignet, diesen Methoden den ihnen zu- 
kommenden Platz zu sichern. 
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NACHRICHTEN 


Oskar Lasche t. Amı 30. Juni ds. Js. starb 
im Alter von nur 55 Jahren der Direktor 
der Turbinenfabrik der AEG, Dr.-Ing. eh. 
Oskar Lasche. Er war seit einer Reihe 
von Jahren durch sein vielseitiges und Llat- 
kräftiges Wirken auf dem Gebiete der Ingenieur- 


fortbildung in weiten Kreisen der deutschen 
Ingenieure bestens bekannt, Die »Technisch- 
Wissenschaftliche Lehrmiltelzentrale«x und das 
»Technisch-Wissenschaftliche Vortragswesen« 


sind größtenteils Schöpfungen seiner Organi- 
sationskraft. Innerhalb seiner eigentlichen Be- 
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rufslätigkeit in der AEG hat er in selten 
hohem Maße wissenschaftlichem Geist und 
wissenschaftlicher Arbeilsweise Raum gewährt. 
In frühen Jahren schon hat sich Lasche 
durch eigene wertvolle Arbeiten einen Namen 
gemacht. Am meisten bekannt ist die grund- 
legende Experimentaluntersuchung über die 
Reibungsverhältnisse rasch laufender Wellen 
in Lagern. Im Jahre 1920 erschien unter dem 
Titel »Konstruktion und Material im Bau von 
Dampfturbinen und Turbodynamos«, ein Buch, 
dessen Bedeutung für den ganzen Maschinen- 
bau weit über das im Titel begrenzte Gebiel 
hinausreicht. Die deutsche Technik und die 
deulsche Ingenieurwelt verlieren in Lasche 
einen ihrer besten Vertreter, der noch zu 
bedeutenden Leistungen berufen schien und 
allzu früh von uns gegangen ist. 


Versammlung in Marburg 1923. Wie aus 
dem diesem Heft beigegebenen Programm 
hervorgeht, findel in Marburg vom 20. bis 
25. September die gemeinsame Jahresversamm- 
lung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
und der Deutschen Ingenieurwissenschaftlichen 
Vereinigung (resellschaft für angewandte 
Mathematik und Mechanik stalt. Die Ver- 
sammlung ist um einige Tage verschoben wor- 
den, um nach Mösglichkeit Kollision mit dem 
am 16. September beginnenden Physikertag in 
Bonn zu vermeiden. Leider ist eine gemein- 
schaftliche Tagung in diesem Jahre nicht zu- 
stande gekommen, da die Physiker meinten, 
an dem ursprünglich in Aussicht genommenen 
Bonn festhalten zu müssen, was den Mathe- 
malikern aus praktischen Gründen unlunlich 
erschien. 

Bisher sind folgende Vorträge im Rahmen 
unserer (resellschaft angemeldet worden: 

Th. v. Kärmän-Aachen: Die theorelischen 

Grundlagen der Biegungstheorie. 

R. v. Mises-Berlin: Ueber die Stabilitäls- 
probleme der Elastizitälstheorie. 

A.Schleußner-Köln: Knickung und Bie- 
gung auf Grund der genauen Differential- 
gleichung. 

E. König-Dresden: Erzwungene Schwin- 
gungen bei endlicher Amplitude. 

E. Trefftz-Dresden: Thema vorbehalten 

O0. Knoblauch-München: Thermodynami- 
sche Behandlung des Wasserdampfes auf 
Grund der Abhängigkeit der spezifischen 
Wärme von Druck und Temperatur. 

A. Nädai-Göltlingen: Torsion e:nes Slabes 
aus bildsamem Material. 

’. Noether-Breslau: Ueber die Randwert- 
aufgabe des. Turbulenzproblems. 

. Emde-Stultgart: Ueber den Gebrauch 
komplexer Phasenverschiebungsstrecken in 
der Elektrotechnik. 

P. Luckey-Elberfeld: Ueber den Begriff 
der nomographischen Ordnung. 
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Th. Pöschl-Prag: Ueber die ebene Strö- 
mung eines Gases in einer Düse mit Be- 
rücksichtigung der Reibung. 

R. Grammel-Stultgart: Kipperscheinungen 
bei elastischen Ringen. 

R. Rüdenberg-Berlin: Einige unharmoni- 
sche Schwingungsformen mit großer Am- 
plitude. 

A. Basch-Wien: Genauigkeilskennzeichen 
des linearen Ausgleichs. 

Um den Mitgliedern, die nur für die tech- 
nisch gerichteten Vorträge Interesse besitzen, 
den Besuch zu erleichtern, sind die hier 
genannten Vorträge auf die beiden Tage 
Montag und Dienstag zusammengelegt wor- 
den. Auch die Besichtigungen und Führun- 
gen sind nach Möglichkeit diesem Gesichls- 
punkt entsprechend eingeordnet. Auf eine 
recht rege Beteiligung seitens der Mitglie- 
der ist um so mehr zu rechnen, als in 
der am Dienstag den 25. September stalt- 
findenden Hauptversammlung die Salzungen 
der Gesellschaft endgüllig festgelegt werden 
sollen. 


Jahresversammlung der amerikanischen 
Mathematiker - Vereinigung. Gelegentlich 
der 7. Jahresversammlung der »Mathematical 
Associalion of America« land, wie bereits an- 
gezeigt, in Harvard am 28. und 29. Dezember 
1922 ein »Symposion« über mathematische 
Statistik statt, worüber im »American Mathe- 
matical Monthly«, Band 30, Heft 3, März/April 
1923, S. 95 bis 99, berichtet wird. Es sei her- 
vorgehoben der Vortrag von Professor Per- 
sons von der Harvard Universität über 
»Schwankung und Korrelation bei wirtschafts- 
statistischen, zeitlichen Reihen« und der Vor- 
trag von Herrn Arne Fisher über »Einige 
Grundbegriffe im Kalkül der Massenverände- 
rungen und ihre Beziehung zu praktischen 
Problemen«. Persons unterscheidet säkulare 
Entwicklungen, jahreszeitliche Schwankungen, 
zyklische Bewegungen im Zusammenhang mil 
der Konjunktur, endlich unregelmäßige Schwan- 
kungen und untersucht die verschiedenen 
Methoden, die gestatten, aus einer gegebenen 
zeillichen Reihe die verschiedenen Schwan- 
kungen herauszuholen. Fisher versteht unter 
Massenveränderungskalkül die Kollektivmaß- 
Ichre. Er polemisiert gegen die von ihm als 
empirisch  bezeichnele elementare Slalistik, 
welche nur beschreibe. Die stalistische Ana- 
Ivse müsse in der Anwendung der Wahrschein- 
lichkeilstheorie bestehen. Er empfiehlt vor 
allem die Verwendung der Verteilungsfunktion 
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schaftlichen Vorträgen standen "auch päda- 
gogische Probleme zur Diskussion. 
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Neben den wissen- 


(Redaktionsschluß 31. August 1923.) 
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